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mático John Neper (1550-1617). 

Ejecuta multiplicaciones de for- 

ma mecánica, mediante dos sis- 

temas distintos de piezas móviles 

(Museo Arqueológico Nacional, 
Madrid). 








'ntroducción 





L a mente de una joven o de un joven no es un recipiente que 
haya que llenar, sino un fuego que hay que encender, decía Plu- 
tarco sobre el bello arte de la docencia. Pocas expresiones parecen 
más acertadas para definir esa materia la matemática- que levanta 
tantas pasiones con apariencia de ser fría y distante. 

Para el estudiante de Secundaria, el álgebra es esa parte de las 
rígidas reglas de movimientos de símbolos, una verdadera rutina 
mecánica sin ningún atractivo. Por eso, quizá no sorprenda la opi- 
nión de Descartes sobre este asunto: 

“[El álgebra] está sometida a ciertas reglas y cifras que se 
han convertido en un arte oscuro capaz de distorsionar el inge- 
nio, en vez de una ciencia que favorezca su desarrollo.” 

Comentarios duros y quizá no muy justos. El avance del espí- 
ritu humano requiere simplificación y mecanización. Ése ha sido 
el papel del álgebra. Su más espectacular consecuencia ha sido la ' 











Introducción 


computadora. La extensión del uso del ordenador hace que éste se 
convierta en una caja negra de funcionamiento desconocido para 
sus numerosos usuarios, aunque nadie discuta su enorme utilidad. 

La manipulación de símbolos puede hacerla una máquina, no 
se requiere a una persona. Pero la construcción de un arte general, 
de una simbología simple y abstracta, no ha sido un logro fácil. 
Todavía en el siglo xvii no se había alcanzado el nivel que hoy ma- 
nejan con soltura estudiantes de doce años. 

La belleza de las expresiones generales, la perfección alcanza- 
da, hacen olvidar los titubeos y dificultades que ha costado conse- 
guirlas. Los matemáticos, con honrosas excepciones, son muy dados 
a lo que decía Abel sobre Gauss: “son como el zorro que con su cola 
borra las huellas”. Las teorías matemáticas no se han desarrollado 
con la perfección que hoy percibimos en sus acabadas expresiones, 
sino con muchas lagunas e inconsistencias. 

La perfección produce fascinación, pero también frustraciones. 
La historia de las matemáticas nos enseña que el camino es largo y 
que son muchas las personas que lo han andado. A veces nos iden- 
tificamos más con los métodos toscos de los antiguos, pues vemos 
en ellos la frescura de lo incipiente. 

La palabra álgebra conservó en castellano su significado árabe 
originario: “restaurar”. Así, en los siglos Xvi a xvi era más frecuente 
utilizar algebrista en su acepción de “cirujano que cura los huesos 
dislocados” que en la de matemático. Pero hoy, el álgebra es una 
disciplina abstracta muy alejada de su objetivo primitivo: es el arte 
de la resolución de problemas mediante métodos sistemáticos gene- 
rales, que adquirieron el aspecto simbólico simplificado que se apre- 
cia en las ecuaciones matemáticas. 

Este pequeño libro pretende hacer accesible a los estudiantes 
de Secundaria y Bachillerato el álgebra de hoy utilizando una herra- 
mienta excepcional: su historia, tanto la del álgebra elemental con 
la que están familiarizados, como sus derivaciones hacia las estruc- 
turas complejas actuales. Se concluye con una exposición somera de 
aplicaciones de tanta importancia como la teoría de la relatividad, 
la mecánica cuántica, la cristalografía o el ordenador. 

La aventura del pensamiento es apasionante, no debemos re- 
nunciar a ella. 
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Máquina diferencial de Babbage 

(s. xix). Antecedente del ordena- 

dor, era una máquina de calcu- 

lar basada en el método de las 

diferencias. Funcionaba mediante 

engranajes. (Museo de la Ciencia, 
Londres). 








Los cálculos y el álgebra, alegoría 

que figura en las Ouvres diverses 

(1724) de Fontenelle (Biblioteca 
Nacional, Madrid). 
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Y n algebrista en la España del xvii era, para la mayoría de 
la población, la persona que arreglaba los huesos rotos o dis- 
locados. El castellano había tomado de sus raíces árabes el 
término al-jabr, “restaurar” o “recomponer”. Ocho siglos de 
convivencia hispano-árabe harán que Cervantes lleve a Don 
Quijote a ser restaurado por un algebrista tras los quebrantos 
de sus aventuras: 

“llegaron a un pueblo donde fue ventura hallar un algebris- 
ta con quien se curó el sansón desgraciado...” 




















Definiendo el álgebra 


significado de la restauración matemática 





Fue Muhammad ibn Musa Al-Juwarizmi quien escribió 
en Bagdad en el 825 el Kitab al-jabr wa al-mugabalah (“Libro 
de la restauración y la oposición”), trabajo que ha dejado 
dos términos de gran importancia en el lenguaje matemá- 
tico: álgebra —título del libro- como disciplina de estudio, y 
algoritmo -derivado del nombre del autor- como procedi- 
miento de cálculo. 

Este Libro de álgebra y almukabala —del que se tratará más 
adelante- constituye una obra extraña, pues, aunque reúne 
tradiciones mesopotámicas, indias y griegas, no pertenece a 
ninguna de las tres. Pero tiene doble mérito: introdujo en 


- Europa las cifras hindúes y el arte de operar con ellas (algorit- 


mos), y el método para resolver ecuaciones usando la cosa (lo 
buscado, lo que hoy llamaríamos la incógnita), manipulando 
el orden de los elementos, restaurando y oponiendo. 

El Libro de álgebra y almukabala fue introducido en la 
Europa medieval a través de España en dos traducciones casi 
simultáneas: la segoviana de Roberto de Chester en el 1145 y 
la de Gerardo de Cremona en Toledo, pocos años más tarde. 

A partir de ese momento, el Occidente medieval haría 
suyo el arte de resolver problemas utilizando lo desconocido 
y manipulándolo, y se referirá a este arte con tres expresio- 
nes: el álgebra y la almukabala, el arte de la cosa y el arte mayor. 

Para Al-Juwarizmi, el álgebra era un método para resol- 


ver ecuaciones. Cultivada esa tradición en Occidente, adoptó | 








Cuadro de Dióscoro Teófilo (s. xix) 
que representa la escuela de 
traductores de Toledo con Al- 
fonso X. Las traducciones realiza- 
das en Toledo aportaron a Occi- 
dente tanto el pensamiento griego 
como la ciencia indo-arábiga. 


Las expresiones algebraicas que 
utilizamos con normalidad ne- 
cesitaron siglos para alcanzar 
la potente formulación simbólica 
que actualmente presentan. 


El algebra 


el mismo significado y llegó al virtuosismo en el Renaci- 
miento italiano. 

El álgebra de Al-Juwarizmi es puramente retórica, no hay 
nada en ella que recuerde la materia que estudiamos en nues- 
tro Bachillerato; pero fue capaz de poner en marcha una for- 
ma de abordar los problemas que unida a otras tradiciones 
también enigmáticas, como la de Diofanto, sentaron las ba- 
ses de una potente disciplina. 





Los matemáticos puros de nuestros días, cuando hablan 
de álgebra, se refieren a estructuras, conjuntos abstractos en 
los que se han definido teóricas operaciones, que sólo conser- 
van de la suma o el producto el simbolismo, y a veces ni eso. 
Estamos hablando de matemáticas abstractas muy formaliza- 
das y simbólicas. 

Este concepto de álgebra es muy reciente; en la historia 
de la humanidad, los últimos siglos han conocido, en este 
terreno, cambios vertiginosos. Las mentes más brillantes 
del xvii —el siglo de la revolución científica, en el que dio 
un avance gigantesco- estaban más alejadas de los algebristas 
del XIX que de Diofanto, con cuya Aritmética disfrutaban y en 
la cual se inspiraban. 

Newton decía que había visto más allá por estar encima 
de gigantes. El joven de hoy está encima de Newton, y utiliza 
instrumentos que necesitaron miles de años para desarrollar- 
se. En una sociedad de permanente innovación como la 
nuestra es difícil explicarse cómo tras los éxitos hubo deca- 





Los simbolos y su significado 


dencia. Sólo en Europa occidental, desde el siglo XII, se ha 
dado un progreso ininterrumpido de conocimientos, y eso 
que todavía la Italia del siglo xvi no superaba -y así lo perci- 
bían- a la Alejandría del siglo m a.C. 

Cuando un estudiante de trece años escribe: 


3x + 25 = 40 


lo hace con una normalidad absoluta, como si fuera natural. 
Sin embargo, para llegar a esa “normalidad” hubo que reco- 
rrer un largo camino. Tartaglia (siglo xv1) sabía resolver ecua- 
ciones de tercer grado, pero recurría al verso para explicarlo, 
no a la sencilla fórmula que usamos hoy. 

El conocimiento de la historia nos hace sentir la emo- 
ción y la inquietud al escribir una simple expresión como la 
anterior. A transmitir ese sobrecogimiento está dedicado este 
libro. Cuántas dudas, cuántos errores, cuántos titubeos en la 
mente de hombres y mujeres para que después los estudian- 
tes en la escuela lo expresen con simpleza y facilidad. 


LOS SÍMBOLOS Y SU SIGNIFICADO 





Las etapas en la matemática: la lengua corriente 


Q. la característica más ajustada de la especificidad 
del género humano es su capacidad de razonamiento abstrac- 
to, la creación de conceptos y su manipulación. Pero esa ca- 
pacidad amplísima necesita, para desarrollarse, herramientas 
de apoyo. La herramienta inicial, la más básica, es el lenguaje 
retórico, la lengua ordinaria. 

Mediante el lenguaje retórico, una vez depurado y preci- 
sando términos para evitar ambigüedades, se hacen maravi- 
llas: se reflexiona, se construyen teorías. En este aspecto, la 
lógica aristotélica es una muestra acabada y pionera de la ca- 
pacidad de la lengua, no sólo para comunicar, sino como he- 
rramienta de pensamiento. 

Durante miles de años no ha existido una lengua propia 
de la matemática. Hasta el siglo xvu los libros matemáticos 
son difíciles de seguir si no van cargados de notas que los tra- 
duzcan al lenguaje simbólico actual; contienen casi más 
anotaciones que texto y eso si el traductor, de buena fe, hace 
doble traducción: el texto griego, latino o árabe lo vierte al 
castellano y la parte matemática al lenguaje simbólico con- 
temporáneo. El libro gana en comprensión, pero no nos 
ayuda a entender las dificultades, el ingenio para superarlas, 
o lo tosco de los métodos del autor. 
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Ábaco moderno. Durante mucho 
tiempo, compitieron las opera- 
ciones con cifras árabes y los 
cálculos realizados con ábacos; 
en Oriente, este instrumento se si- 
gue utilizando en nuestros días. 








“Alegraos, veo huellas del hom- 

bre”. Frontispicio de la obra de 

Euclides realizada por David Gre- 

gory (1703), que recoge el mito 

del naufragio de Aristipo (Biblio- 
teca Nacional, Madrid). 





El álgebra 


Las figuras, los dameros, el ábaco 





Desde siempre, una persona que necesitase realizar ope- 
raciones matemáticas elementales contaba con distintos pro- 
cedimientos. Así, con una bolsa de piedras, conchas o semi- 
llas se realizan perfectamente las operaciones aritméticas de 
números enteros: contar, sumar o restar se hace de forma 
simple e inmediata. Ordenando las semillas en rectángulos se 
puede multiplicar o dividir. Por algo calcular viene del latín 
calculus (guijarro). 

La geometría y la medida encuentran su auxiliar inme- 
diato en las figuras. La perfección alcanzada por los griegos 
demuestra hasta qué punto las imágenes ayudan al pensa- 
miento. Cuenta el gran arquitecto Vitruvio que al naufragar 
Aristipo, discípulo de Sócratres, en una playa perdida, se diri- 
gió tranquilo a sus compañeros: “alegraos pues hemos en- 
contrado huellas del hombre”, ya que vio restos de figuras 
geométricas en la arena. Plutarco nos narra la muerte a ma- 
nos de un soldado romano del que quizá haya sido el mayor 
matemático de la historia, Arquímedes, al no advertir éste el 
peligro por encontrarse absorto dibujando geometría. 

Más adelante, cuando veamos los procedimientos de 
cálculo chinos, comprobaremos cómo con una cuadrícula 
reticulada en forma de pequeño damero, éstos eran capaces 
de resolver sistemas de ecuaciones con asombrosa elegancia. 

Pero si ha existido un instrumento de cálculo sin igual, 
éste es el ábaco, que en sus distintas versiones ha seguido 
usándose hasta la actualidad. En Europa occidental se man- 
tuvo hasta el siglo XvIL, y en todos los manuales se explicaba 
su uso. En Oriente aún hoy se encuentra muy extendido y 
compite con las calculadoras electrónicas. 
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Un paso intermedio entre la resolución retórica, con len- 
gua ordinaria, de los problemas y la utilización de símbolos 
precisos y de aceptación universal es el lenguaje sincopado. 
En lugar de escribir todo, si hay estructuras que aparecen 
continuamente, se escribe abreviado. Así, nuestro Pérez de 
Moya (siglo xvı) para referirse a la incógnita, en lugar de cosa 
utiliza co., y en lugar de cuadrado (censo en la matemática re- 
nacentista) emplea ce. 

El lenguaje sincopado está ya muy cerca del simbólico, 
pero todavía faltaba dar un salto de gigante, y no sólo en la 
normalización; también había que llevar a cabo una modifi- 
cación conceptual. 
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Un paseo por la historia y sus protagonistas 


El lenguaje simbólico 
ASA ARA — RAZA E E O a 


La reducción mediante el lenguaje sincopado señalaba 
una vía, pero, para que los símbolos tuvieran valor, éstos 
tenían que ser considerados por sí mismos, y no como una 
mera sustitución. Esa revolución fue iniciada a finales del xv1 
por el francés Francois Viète, o Vieta, que resolvía problemas 
de forma general con letras. Aparecía así el cálculo literal o 
cálculo especioso: con las letras se opera como si fueran nú- 
meros. El lenguaje simbólico moderno se abría paso. 

Los grandes éxitos de la matemática y de la ciencia en la 
revolución científica del siglo xvi están unidos a la adquisi- 
ción de un lenguaje propio, instrumental y potente, resulta- 
do de la práctica del modesto arte de la cosa, del arte de los 
algebristas. Por ello, si las matemáticas son la herramienta de 
las otras ciencias, el álgebra viene a ser el instrumento para la 
matemática misma, el suministro del lenguaje y las estructu- 
ras que facilitan que el pensamiento realice su tarea. Por sí 
misma, por sus fines, por el lenguaje que ha creado y por sus 
aplicaciones, el álgebra se ha instalado entre nosotros. 





Y SUS PROTAGONISTAS 










fs ntre los importantes restos que dejaron los pueblos 
prehistóricos encontramos ya vestigios de complejas estruc- 
turas geométricas. Probablemente, en sus primitivas lenguas, 
tendrían toscas expresiones para números; aún hoy, algunos 
pueblos actuales sólo tienen palabras para uno, dos y muchos. 
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La ecuación de Schródinger, que 

permite calcular la función de 

onda de una partícula atómica. 

El álgebra proporciona un len- 

guaje propio a las matemáti- 

cas y, a través de éstas, a otras 
ciencias. 








Instrumento guanche para es- 
tampar dibujos, hallado en una 
cueva de Gran Canaria. Su de- 
coración geométrica recuerda la 
geometría fractal. 















Puerta de Isthar (h. 570 a. C.) 

de Babilonia, en el actual Irak. 

Testimonio del gran desarrollo 

de las matemáticas en los pue- 

blos mesopotámicos son las co- 

losales obras arquitectónicas que 
erigieron. 
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El álgebra 


Es difícil saber si dichos pueblos llegaron más allá. Será 
con el desarrollo de las grandes civilizaciones antiguas, de sus 
imperios, de sus obras de irrigación en las riberas de los gran- 
des ríos de las zonas templadas, cuando aparezcan castas 
especializadas (escribas, sacerdotes...) que dejen memoria es- 
crita de la complejidad alcanzada por sus respectivas culturas. 

De las cuatro grandes civilizaciones con más de cuatro mil 
años -las de los ríos Amarillo, Indo, Nilo y Tigris-Éufrates-, es 
esta última con la que estamos más en deuda. Los sumerios 
surgieron hace ya seis mil años como una compleja civiliza- 
ción; el calendario, las obras hidráulicas, la organización social 
y del trabajo, las herencias, la contabilidad... obligaban a que 
los sacerdotes, depositarios de los excedentes económicos, ela- 
borasen un sistema de escritura para la organización y ense- 
ñanza. Los pueblos de Mesopotamia utilizaban tablillas de 
arcilla para almacenar la información. Pocos materiales son 
tan resistentes como la arcilla al paso del tiempo, gracias a lo 
cual los investigadores actuales cuentan con valiosos datos. 

Los sumerios desarrollaron el mejor sistema posible de 
numeración, el que todavía perdura en las medidas angulares 
y del tiempo: la base sesenta. Nuestros minutos y segundos 
no son otra cosa que fracciones sexagesimales. Quizá sea esa 
aritmética de base sesenta, el número más fácil de operar 
-con diez divisores no triviales- y el uso del cero lo que origi- 
nó, en palabras de E. T. Bell, “la temprana aparición del álge- 
bra como fenómeno notable de la historia”. 

La realidad es que, en tablillas babilónicas de mil ocho- 
cientos años antes de nuestra era, ya se encuentran problemas 
de resolución de ecuaciones de primer y segundo grado. Son 
ejercicios muy repetitivos, destinados al aprendizaje y trans- 
misión de los métodos. En algún caso se encuentran las ecua- 
ciones de tercer grado, pero su conocimiento no es general. 
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El lenguaje de los ejercicios es el ordinario, pero a veces 
las instrucciones son muy concisas. Veamos ejemplos de la 
perfección alcanzada. El primero es un ejercicio fácil. La no- 
tación decimal complica la sencillez sexagesimal: 


“Longitud, anchura. Lo que es la longitud lo es también la 
profundidad hasta 12. Se excava un volumen. Se añade el volu- 


> 7 ; ; p 
men a la sección, o sea, FS La longitud mide 0,5. ¿Cuál es la an- 


chura?” 


Enunciado en versión moderna sería: 


“Un depósito tiene forma de ortoedro. Su longitud es 0,5 m, 
su profundidad doce veces su longitud . ¿Cuál es su anchura si el 


+ . 2 7 +4 
volumen más la sección es FH 


Solución actual: 
a: longitud 
x: anchura 
b: profundidad 


Volumen = abx 
Sección = ax 


Operando: 


a= 0,5 

b=12a= 6 
7 

abx + ax = — 
6 


se saca ax factor común y queda 


7 
ax(b +1) =— 
r DR 


7/6 


e= De” 


Solución babilónica 





Multiplica 0,5 por 12. 

Obtiene 6 para la profundidad. 
Añade 1 a 6. 

Obtiene 7. 

El inverso no se puede calcular. 


¿Por qué hay que multiplicar 7 
7 1 

para obtener —? Por —. 

p 6 

El inverso de 0,5 es 2. 

Multiplica = por 2. 

Obtiene > 


Ésa es la anchura. 


Notación actual 


Corresponde a calcular b. 
05x12=6 
Hacer b + 1. 


6+1=7 


Nosotros sí, pero 60 no es 
divisible por siete. 
Hace la operación al revés. 


1 7 
Ve que — 7 da —. 
q g Por a 


Como a divide, dividir por 


0,5 es multiplicar por 2. 
1 
oreg 
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Jn paseo por la historia y sus protagonistas 





Tablilla sumeria con escritura 
cuneiforme, 1 milenio a. C. (Me- 
tropolitan Museum, Nueva York). 
Gracias a que los pueblos me- 
sopotámicos conservaban sus 
textos en tablillas de arcilla, 
material muy resistente a los ele- 
mentos, hoy poseemos mucha in- 
formación sobre su civilización. 











Tabla de multiplicar que figu- 
ra en una página del Tratado 
elemental de matemáticas de 
Souan-King, siglo 1x (Biblioteca 
Nacional, París). 





El álgebra 


Vemos cómo el método de resolución babilónico sigue, 
paso a paso, la fórmula que hemos marcado con (*). El ejerci- 
cio utiliza fracciones decimales, si usásemos sexagesimales se- 
ría más elegante, pues: 


= LA que es 0,20 en base 60 
60 

¡Ventajas de un número divisible por seis! Observamos 
también que los babilónicos se preparaban los ejercicios. 

De forma similar se daba el método para resolver ecua- 
ciones de segundo grado: se decía “pon tal cosa y tal otra”, 
coeficientes para nosotros, y aplicaban la fórmula que hoy 
llamamos mitad para resolver ax? + bx = c: 


[VC] +-2) 
x= ==] PSSS 
2 2 
Fórmula idéntica a la nuestra cambiando c por —c: 
—b + Vb? — 4ac 
24 


No olvidemos que los sacerdotes babilónicos no utili- 
zaban signos ni símbolos; se limitaban a decir “haz esto”, 
“suma”, “divide”, “invierte”, etc. Estamos ante reglas prácti- 
cas; el orden y la repetición de ejercicios constituían la siste- 
mática. La forma como llegaron a la solución fue la práctica 
de muchos años, y, si hubo desarrollo teórico -probablemen- 
te con ayuda de la geometría—, es algo que ignoramos. La in- 
fluencia babilónica se nos transmitirá a través de Diofanto y 
los árabes. 


T T a es 1,10 en base 60 
6 60 

10 
AM. sien tasedi 
6 60 
È 
3 


El damero chino 





Si hablásemos de aritmética tendríamos que habernos 
detenido en el antiguo Egipto. Su operación con fracciones y 
su cálculo por duplicación merecerían unas líneas. Pero en ál- 
gebra, o pre-álgebra (pues la palabra aún no ha aparecido), 
Egipto no aporta nada que no hayamos visto en Babilonia. 

Sin embargo, en la China antigua (siglo II a.C.) ya exis- 
tían procedimientos tan cercanos a los nuestros como los que 
se desarrollan en el Arte de calcular en nueve capítulos, escrito 
bajo la dinastía Han. 
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Un paseo por la historia y sus protagonistas 


Recordemos cómo se resuelve un sistema lineal de dos 
ecuaciones por reducción. 


Tenemos: 
3x + 2y = 12 
2x + 3y = 13 
si la primera ecuación se multiplica por 2 (2E,) y la segunda 
por 3 (3E)): 
6x + 4y = 24 
6x + 9y = 39 


Restando E, — E;: 
5y=15>ypy=3 
Ejercicio resuelto. El valor de x se obtiene sustituyendo y 
en cualquiera de las ecuaciones. 
Pero también se puede resolver el problema colocando 
las ecuaciones verticalmente en un damero: 


fila de la x 


fila de la y 


fila de términos 
independientes 





Si la segunda columna (segunda ecuación) la multiplica- 
mos por 3 y le restamos la primera columna (primera ecua- 
ción) multiplicada por 2 obtenemos: 


Reproducción de un fragmento 

de la obra Ssu Yuan Yü Chien 

(s. xu), en la que se resuelven 

problemas de sistemas de ecua- 
ciones lineales. 








El hueco en la parte de arriba indica que la x ha desapa- $3 Re m 
| recido. Por ello, la división de 15 entre 5 nos da el valor bus- X e i 
| cado de y: y = 3. + UNT 3 
si cambiamos los números por palitos, veamos qué sen- z Xx | 
: l i : HH X =} 
cillo es operar y resolver ecuaciones. Cada palito vertical vale N 
; 8 > : : T Pi MiRo 
- 1 unidad y un palito dispuesto horizontalmente sobre otros a 8 
verticales equivale a 5 unidades. Los palitos con valor de E ii 
decenas, se apilan de forma horizontal a la izquierda. Así, a 7 
tendremos por ejemplo: ROR 
Ll, 2:01, 5:0, 6:T, 7: T 11:-|, 23: =l H jiko 


il, 10: TIT, 
| Ill EI D 2 | 
DO > frfa ad 
a E 





El 
Si 
WAANSIN 


1 
— JINI gra 
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AE 
tt 


ed 


E 
ti 


Ho: 
UA 
ley X 


$ 


=z 


== ea 


ES 
Ez 
EE 
ES a 
zips 
#= 
pas 





Grabado de una edición (1724) 
del i Ching o Libro de las mu- 
taciones, uno de los cinco libros 
clásicos chinos. Se trata de una 
obra de artes adivinatorias en 
las que se aplican procedimien- 
tos de naturaleza matemática 
(Biblioteca Nacional, Madrid). 





El álgebra 


Así resolvían los chinos, sin lápiz ni papel, con su dame- 
ro y los palitos, sistemas de tres ecuaciones y tres incógnitas. 

Pero, ¿qué ocurre si los números son negativos? Los chi- 
nos de la dinastía Han utilizaban palillos negros para los nú- 
meros positivos y rojos para los negativos. 

Veamos un ejemplo real, el problema 1 del Capítulo 8 de 
los Nueve capítulos: 

“Hay 3 gavillas de cereal de calidad superior, 2 de calidad 
media y 1 gavilla de calidad inferior, resultando 39 medidas de 


grano; 2 gavillas de superior, 3 de media y 1 gavilla de inferior 


dan 34 medidas; mientras que 1 gavilla de superior, 2 de media y 
3 de inferior producen 26 medidas. Encontrar la medida en granos 
contenida en una gavilla de cada una de las calidades.” 

Veamos cómo llenan el damero los algebristas chinos (se 
lee de derecha a izquierda): 


a Calidad superior 
a Calidad media 
am Calidad inferior 
=T == i Total grano en medidas 


que, representado en nuestro sistema de numeración y en 
ecuaciones, sería: 


C3 C2 Ci 


C; >X + 2y + 3z= 26 
C: > 2x + 3y + Zz = 34 
Ci >3x+2y+z=39 





Llamamos Cy, Cz y Cı a cada una de las columnas para 
facilitar las operaciones con el sistema. 

No vamos a dar el equivalente actual de las operaciones 
por ser idéntico. Nosotros operamos en horizontal y con lápiz 
y papel; los chinos en vertical y con palillos de dos colores. 

Resolución: 

1.” Paso. Rellenar el damero. 

2.? Paso. A tres veces C, restamos dos veces C, (3 C3- 
2 Gik 









JE 
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Un paseo por la historia y sus protagonistas 


3.” Paso. Multiplicamos C; por 3 y le restamos C; (3 C3- 


Ci): 
Ca: En. 
3 
=- 5 2 
8 1 1 


| 39 | 24 | 39 


4.” Paso. A cinco veces la nueva G; le quitamos 4 veces 
la C> [5 C3 -4 Ca): 





GS a 

3 

sH 2 

36 | 1 | 1 
99 | 24 | 39 | 


Llegado a este punto se ha conseguido triangularizar el 
damero; método que hoy llamamos de Gauss (siglo XIX). 

5.” Paso. El cálculo ya es inmediato; la columna C; per- 
mite calcular z. En notación actual: 





99 11 Arquímedes realizó los primeros 


36z = 99 > z = —=— 
36 


Mediante la columna C; se obtiene y, y con la C, se cal- 
culará x. 


4 trabajos de geometría infinitesi- 
mal y estudió numerosos proble- 
mas. Retrato de Arquímedes, en 
Histoire des plus illustres et sa- 


Empleando este sistema, los chinos se anticiparon en unos | vants hommes de leves siecles 
dos mil años con procedimientos que serían redescubiertos | (1671) de A. Thevet (Biblioteca 


más tarde de forma independiente, en la Europa del siglo xvii. 

La importancia de estos métodos en el cálculo matri- 
cial moderno, con la ayuda de los ordenadores, es enorme. El 
cálculo estructural de un avión o de cualquier edificio requie- 
re la triangularización de dameros de forma similar a como lo 
hacían aquellos calculistas de la dinastía Han, solo que ahora 
se usan miles de ecuaciones lineales y contamos con la inesti- 
mable ayuda de la computadora. 

De otra naturaleza es la reflexión sobre los espacios va- 
cíos de los dameros; estos huecos nos ayudan a comprender 
el cero y los negativos. 


Un griego singular: Diofanto 





La perfección alcanzada por la matemática griega tuvo 
un carácter casi exclusivamente geométrico. En el siglo m a.C. 
trabajaron Euclides, Arquímedes y Apolonio, que hasta dos 
mil años después no fueron superados. 
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Nacional, Madrid). 





Yi 


ZA! 


j- 


1 


4E 
f 


1X 


YE E 


A A A A A EE T a a Ma 





Detalle de La escuela de Atenas 
de Rafael, donde aparecen re- 
presentados Euclides -el tercero 
por la izquierda- y el astrónomo 
Ptolomeo -de pie y de espaldas- 
sosteniendo un globo terráqueo 
(Museo Vaticano, Roma). 


El algebra 


Los Elementos de Euclides han constituido el modelo del 
carácter deductivo y sistemático de la matemática, hasta el 
punto de que ninguna ciencia era considerada madura hasta 
que no estuviera construida sobre el modelo euclídeo. Arquí- 
medes fue el mejor matemático y científico de la antigúedad; 
sus trabajos se extienden por la mecánica, concretamente la 
estática, y estuvo muy cerca de desarrollar el cálculo infini- 
tesimal, pues utilizó métodos propios del mismo. Apolonio 
alcanzó la gloria con sus investigaciones en un campo limi- 
tado: las cónicas. Su recuperación por parte de Galileo esta- 
blece las bases de la física moderna. 

Pero los matemáticos griegos del periodo alejandrino 
brillaron no sólo a través de individualidades; la creación de 
diversos centros de investigación creó las condiciones para el 
trabajo de muchos sabios. La más famosa de todas esas insti- 
tuciones, la biblioteca de Alejandría, perduró más de seiscien- 
tos años, hasta que los incendios y saqueos terminaron por 
destruir ese templo de la sabiduría pagana. 

Y es en ese mundo de sabios geómetras en el que se re- 
solvían algunos problemas de tipo algebraico al modo de la 
geometría, donde surge la figura de Diofanto de Alejandría. 

Pocos datos biográficos disponemos de Diofanto. No se 
sabe si vivió en el siglo 11 o el m, y lo poco que conocemos de 
él es a traves de las personas de quien habla y de quienes a su 
vez le mencionan. Así, otro desconocido, Metrodoro, nos ha 
dejado un bello recuerdo en verso de Diofanto. Se trata de un 
epigrama que, además de proporcionarnos unos pocos ele- 
mentos biográficos, nos permite averiguar la edad que tenía 
Diofanto cuando murió. 
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Un paseo por la historia y sus protagonistas 


Epigrama de Metrodoro 


“Esta es la tumba que guarda 
las cenizas de Diofanto. 
Es verdaderamente maravillosa 
porque, gracias a un artificio aritmético, 
descubre toda su existencia. 
Dios le permitió ser niño 
durante un sexto de su vida; 
luego de un doceavo sus mejillas se poblaron de barba; 
después de un séptimo se encendió en él la llama del 
matrimonio, del que a los cinco años tuvo 
un hijo; pero ese niño, desgraciado aunque 
amado apasionadamente, murió apenas llegado 
a la mitad de la vida alcanzada por su padre. 
Cuatro años más vivió Diofanto 
engañando su pena con investigaciones 
-sobre la ciencia de los números.” 


Planteando la ecuación de la traducción algebraica del 
epigrama: 
Le LE e o entonces x = 84. 
6 12 7 2 


De creer a Metrodoro, Diofanto vivió 84 años. 


La Aritmética de Diofanto 


La única obra que conocemos de Diofanto es la Arit- 
mética, de la que se conservan los seis primeros libros de los 
trece de que constaba. Obra rara en el panorama griego, su re- 
cuperación, junto con los textos árabes, abriría una vía que 
tendría grandes consecuencias para el desarrollo del álgebra. 

Excepto una pequeña e interesante introducción, la arit- 
mética es una colección de problemas que Diofanto abordará 
siempre reduciendo a una incógnita, que él llama aritmo 
(“número”; de ahí el nombre de aritmética). Con él hará ma- 
ravillas: resuelve ecuaciones de distintos grados y con distin- 
tas incógnitas, incluye también ecuaciones indeterminadas y 
emplea métodos de aproximación y suposición de valores fal- 
sos para alcanzar la verdad. Además, su lenguaje es directo y 
sencillo, sin el estilo recargado que suele caracterizar las obras 
griegas. 

La introducción tiene el interés añadido de indicar que 
se van a utilizar abreviaturas para las potencias cuadrado, 
cubo, cuarta, quinta y sexta, 


AY: cuadrado AYA: cuarta 
KY: cubo’ AYK: quinta 
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Portada de una edición inglesa 
(1678) de Elementa geometrica 
de Euclides (Biblioteca Nacional, 
Madrid). Los Elementos consti- 
tuyen un compendio de la geo- 
metría clásica y han servido de 
modelo durante más de dos mi- 
lenios. 


El álgebra 


Se puede hablar mucho sobre los problemas de Diofanto, 


) Į ; ; 
DI Ol HAN TI pero es mejor resolver algunos de ellos, como el que sigue a 
ALEXANDRINI continuación: 
ARITHMETICORVM ` A , , 
| LIBRI SEX, “Descomponer un número en dos partes cuya diferencia sea 
ET DE NVMERIS MVLTANGVLIS > ; s "y 
LISER YNYS, dada. Sea 100 el número dado y 40 la diferencia. 
aber: DP TEEMA Sron Taljat. (Aritmética, 1.1) 
citen D d TERMAT tnaa 


Solución de Diofanto Notación actual 





Suponemos que la parte menor |x: parte menor 
es un aritmo. 








3 La mayor es 1 aritmo más x + 40: parte mayor 
A RN 40 unidades. 
l Prasa ADYS BOSC, elect Secta La suma de ambas es 2 aritmos |x +x + 40 = 2x + 40 
— más 40 unidades. 
Portada de la Aritmética de La cual suma 100. 2x + 40 = 100 | 
Diofanto, en una edición fran- Restando los términos 2x + 40 — 40 = 100 — 40 
cesa de 1670 (Biblioteca Nacio- semejantes, es decir, 40 unidades 
nal, Madrid). de 100 y 40 unidades 
=ne SE de 2 aritmos y 40 unidades. 
Los dos aritmos que quedan 2x = 60 
valdrán 60 unidades. 
Y cada aritmo 30. x=30 
Que será la parte menor Parte menor: 30 
y la mayor 30 + 40, o sea, Parte mayor: 70 
| setenta unidades 





Vemos cómo Diofanto, sin plantear una ecuación de 
una incógnita simple, resuelve el problema utilizando el mé- 
todo de equilibrar los dos términos. Uno de ellos contiene la 
incógnita, aquí llamada aritmo (número); más tarde será lla- 
mada cosa o raíz por europeos y árabes. | 

Abordemos ahora otro problema, que es un ejemplo clá- 


| sico de tres ecuaciones con tres incógnitas, y en el que Dio- 
fanto emplea un ingenioso método de solución: 


“Encontrar tres números que tomados de dos en dos formen 
números dados. 








Es necesario que la mitad de la suma de los números dados 
sea mayor que cada uno de ellos”. 


Queremos que el primer número aumentado en el segundo sea 
20, el segundo aumentado en el tercero 30, y el tercero aumentado 
en el primero 40.” 





(Aritmética, 1.16) 


PE E A A A A AA 


' La condición establecida viene impuesta para que los tres números sean posi- 
tivos, pues los negativos no tienen sentido para Diofanto. 
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Un paseo por la historia y sus protagonistas 


Un estudiante de Bachillerato llamaría x, y, z a los núme- 
ros y plantearía: 


x+y=20 
y+z=30 
x+z=uw0 


pero Diofanto sólo usa una incógnita: el aríbno. Veamos cómo 
lo resuelve: 


Solución de Diofanto Notación actual 





Suponemos que la suma de los | x: suma de los tres 
tres números es un aritmo. 

Resulta que, para ser 20 la suma | x — 20: tercer número 
del primero y el segundo, 

si restamos 20 de un aritmo, 

tendremos para el tercer 

número 1 aritmo menos 

20 unidades. | 

Y por la misma razón x — 30: primer número 
el primero será 1 aritmo menos 

30 unidades. 


Y el segundo 1 aritmo menos x — 40: segundo número 
40 unidades. 


Y, entonces, la suma de los tres | x — 20 +x — 30 +x- 40 = 


números es tres aritmos menos | = 3x — 90 

90 unidades. 

Y, si la igualamos a 1 aritmo, 3x-90=x 

tendremos que este valor son 2x = 90 

45 unidades. x= 45 

Luego el primer número es 15, ¡x-—30=15 

el segundo 5 y el tercero 25. x-40=5 
x-—20=25 


Vemos que de forma ingeniosa se ha buscado una in- 
cógnita que no es ninguno de los números pedidos, sino su 
suma. La resolución es muy elegante. 


Y un último ejemplo de Diofanto con dos incógnitas, 
que daría una ecuación de segundo grado: 


“Encontrar dos números tales que su suma y su producto 
sean dados. 


Es preciso que el cuadrado de la semisuma de los números 
pedidos exceda en un cuadrado al producto de ambos”. 


Queremos que la suma de los dos números sea 20 y su pro- 
ducto 96.” 
(Aritmética, 1.27) 


| * Condición que sirve para que'la solución sea racional. 
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La expansión del Islam contribu- 

yó a la traducción y difusión de 

los pensadores de la Antigüedad. 

Biblioteca de Basra -Basora- en 

un manuscrito medieval (Biblio- 
teca Nacional, París). 





El álgebra 


Diofanto no va a usar como incógnita ninguno de los 
números, sino la mitad de su diferencia. Veámoslo: 


Solución Diofanto Notación actual 








Supongamos que la diferencia sea de Diferencia: 2x 


2 aritmos. 


Dividiendo la suma en dos partes 
iguales, cada una de esas partes será la 
mitad de la suma, o sea, 10 unidades, 
y si sumamos a una de las partes 

y restamos a la otra un aritmo, resultará 
que la suma es 20 y la diferencia dos 
aritmos. 


Un número: 10 + x 
El otro: 10 — x 
Suma: 20 

Resta: 2x 


Luego el número mayor es un aritmo 
aumentado en 10 unidades y el menor 
10 unidades menos un aritmo. 


Puesto que el producto es 96 y tiene 

100 unidades menos un cuadrado 

de aritmo, igualando ambas cosas 
resulta que un aritmo vale dos unidades, 
y por tanto el número mayor es 12 

y el menor 8. 


(10 — x) (10 +x) =96 
100 — x? = 96 

X =4 

x=2 

Mayor: 10 + 2 = 12 
Menor: 10 -2=38 


La maestría de Diofanto se atreve con ejercicios cada 
vez más complicados, en los que se sirve de hallazgos ante- 
riores. Pero, valga lo expuesto como muestra de su sistemá- 
tica. 


a 


warizmi 





Como muchos conquistadores, los árabes acabaron 
adoptando gran parte de la cultura superior de algunos de los 
pueblos que sometieron. Así, tras el establecimiento del cali- 
fato en Bagdad, sede de un extenso imperio, se inició un in- 
tenso periodo de traducciones de textos griegos y sánscritos 
al árabe, que, de este modo, llegarían hasta nuestros días. Esa 
etapa abarcaría los siglos VII y VIII. 

Muhammad ibn Musa Al-Juwarizmi vivió entre los años 
780 y 850, una época floreciente para las arte y las ciencias, 
en la que sabios y astrónomos gozaban de la protección del 
califa Al-Mamun y en Bagdad se producía el encuentro de 
tres civilizaciones: la griega, la hindú y la babilónica. 

La obra que inmortaliza a Al-Juwarizmi será el Kitab al- 
jabr wa al-mugabalah (h. 825), o Libro de álgebra y almukabala, 
que expone el arte de la restauración y de la oposición. A Al- | 
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Juwarizmi se deben dos aportaciones indiscutibles: la difu- 
sión de las cifras hindúes y la introducción del término álge- 
bra (al-jabr). 

Habrá quienes piensen que la obra de Al-Juwarizmi es un 
árido trabajo matemático, como otros muchos textos de la 
materia. No es el caso; se trata de un manual muy práctico, 
lleno de aplicaciones (cuestiones comerciales, de herencias o 
de geometría elemental), que busca principalmente la clari- 
dad y el método. 

El álgebra de Al-Juwarizmi es retórica —es decir: sin sim- 
bolismo- y detalla paso a paso con instrucciones precisas 
todo lo que tiene que hacerse. Su objetivo es sistematizar to- 
das las ecuaciones de primer o segundo grado reduciéndolas 
a seis tipos básicos. Estos tipos son: 


Tipos de ecuaciones 
de Al-Juwarizmi 


Notación actual 





Cuadrado igual a raíz. ax? = bx 
Cuadrado igual a número. ax = ¢ 
Raíz igual a número. bx=c 
Cuadrado y raíz son iguales a número. ax + bx=c 
Cuadrado y número son iguales a raíz. ax? + c= bx 
Raíz y número son iguales a cuadrado. bx + c =ax? 


El término raíz equivale aquí a nuestra x, aunque des- 
pués, en la resolución del problema de la página 26, veremos 
que utiliza el término cosa. 

La sistemática utilizada tiene un objetivo: cubrir todos 
los casos evitando los números negativos. Veamos cómo se 
expresa nuestro matemático con un ejemplo del primer tipo 
de ecuación: 


Explicación de Al-Juwarizmi Notación actual 





Tomemos el caso en que los cuadrados 


son iguales a las raíces; por ejemplo: «un ax? = bx 
cuadrado es igual a cinco veces la raíz xX = 5x 
del mismo». La raíz del cuadrado es =5 
cinco, y el cuadrado veinticinco: y eso es x = 25 
equivalente a cinco veces la raíz. 

Si tú dices «un tercio del cuadrado es i w = Ax 
igual a cuatro raíces», el cuadrado 3 
completo es igual a doce raíces y, x = 12x 
por tanto, es ciento cuarenta y cuatro; W =144 
su raíz es doce. a x=12 





n paseo por la historia y sus protagonistas 


su ms 395 dd JJ Aa il Wir ss aly 
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A veces el álgebra, menos desa- 
rrollada, recurría a la geometría. 
Página de Álgebra (h. 1100), del 
matemático perso-árabe Omar 
Al-Jayyam, en la que se resuel- 
ven ecuaciones de tercer grado 
usando parábolas e hipérbolas. 
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Curso en la universidad de Bo- 
lonia, miniatura de una edición 
medieval de la Etica a Nicómaco 
de Aristóteles (Staatliche Museen, 
Berlín). Las universidades nacie- 
ron en el siglo xu, fruto de la ne- 
cesidad de sistematizar y difundir 
el saber de la época. 


El álgebra 


El texto continúa con más ejemplos que van pasando de 
lo sencillo a lo complejo. Veamos un problema del algebrista 
de Bagdad: 

“Divide diez en dos partes. Multiplica una parte por la otra y, 
entonces, multiplica una parte por sí misma. Este cuadrado es 
cuatro veces el producto de una por la otra.” 

(Libro de álgebra y almukabala, s$. 1X) 


Solución de Al-Juwarizmi 


Llama cosa a una de las dos partes. 
Entonces multiplica cosa por diez menos 
cosa y el producto es diez cosas menos 
un cuadrado. 


Multiplicando por cuatro obtienes, 


Notación actual 





x: una parte 
10 — x: otra parte 
x(10 — x)= 10x — x 


4(10x — x?) = 40x — 4x? 


diciendo “cuatro veces”, el resultado de 
cuarenta cosas menos cuatro cuadrados. 


Ahora multiplicando cosa por cosa, X = 40x — 4x2 
que es una parte por sí misma, el 
resultado es un cuadrado que es igual 

a cuarenta cosasgmenos cuatro cuadrados. 

Entonces, restaurando con los cuatro 4 + xX = 40x 
cuadrados añadiéndolos a un cuadrado, | 40x = 5x? 

se obtiene que cuarenta cosas son cinco 

cuadrados y un simple cuadrado son x= 64 

ocho raíces. Por tanto, el cuadrado x=8 

son 64 y su raíz ocho, que es una 10-x=2 

de las dos partes: la que se multiplica Una parte: 8 
por sí misma. El resto a diez es dos, que | Otra parte: 2 


es la otra parte. 


Habiendo sido resuelto mediante uno 
de los seis casos: cuadrado igual a raíz. 


Caso: ax? = bx 


Se puede observar cómo, sin utilizarse símbolos todavía, 
se emplea cosa —equivalente al aritmo de Diofanto-, se trabaja 
con una incógnita y se usa el témino restaurar, que es preci- 
samente lo que significa álgebra. Por otra parte, la solución 
x = 0 no aparece por su trivialidad. 


Hacia el Renacimiento 





A partir del siglo xu, el auge de la economía monetaria 
y el comercio, y cierta revolución agrícola, harán que el 
Occidente cristiano experimente una gran vitalidad que ten- 
dría también su repercusión en el plano cultural. Así, por 
ejemplo, el incremento de las relaciones comerciales con 
Oriente repercutiría en un aumento de las traducciones de 
fuentes árabes en las penínsulas Ibérica e Itálica. 
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Un paseo por la historia y sus protagonistas 


El reencuentro con los griegos partiendo de traducciones 
árabes permitió la renovación de las pobres bibliotecas de los 
monasterios y sus escasos manuscritos de comentaristas tar- 
do-romanos. De este modo, junto a las versiones griegas, esas 
traducciones proporcionarían un nuevo material matemá- 
tico, de origen perso-árabe e hindú: las cifras y el álgebra. 

Ya se han mencionado anteriormente las versiones tole- 
dana y segoviana del Libro de álgebra y almukabala de media- 
dos del siglo xi. Años más tarde, y como reflejo del aumento 
de la actividad económica, un joven comerciante de Pisa, 
Leonardo Fibonacci -llamado Leonardo Pisano-, frecuentó el 
norte de África; allí, a través de los árabes, entró en contacto 
con los métodos matemáticos indios. Fruto de sus viajes es el 
Libro del ábaco (1202), que, pese a su título, constituye una 
muestra primitiva de la introducción a las cifras, a los algorit- 
mos operativos y al álgebra. 





Las rutas comerciales que cru- 
zaban el norte de África favore- 
cieron la transmisión de conoci- 
mientos entre Oriente y Occidente. 
Detalle de un atlas catalán del 
siglo xiv (Biblioteca Nacional, 
París). 
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El despertar se observaba por doquier; los monasterios y 
escuelas episcopales cedían el paso a pujantes universidades 
y el saber se especializaba. En el aspecto filosófico-científico, 
si el siglo XI fue el siglo de la escolástica, basada en el dogma | 
católico y en el aristotelismo, posteriormente sería el nomina- 
lismo -una corriente que valoraba el conocimiento intuitivo 
y empírico sobre el conocimiento abstracto- el que florezca; 
estas distintas escuelas filosóficas son muestra del cambio de 

| mentalidad que se estaba produciendo. 
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Retrato de Luca Pacioli en una 
edición de 1494 de su Suma de 
aritmética, geometría, propor- 
ciones y proporcionalidad (Bi- 

blioteca Nacional, Madrid). 


Dentro del renacer occidental, corresponderá a Italia un 
mayor protagonismo: Génova, Florencia y Venecia, entre 
otras, serán ciudades volcadas en el comercio y en la indus- 
tria, especialmente en artículos de lujo. Esta prosperidad fa- 
voreció un notable desarrollo de las artes y de las ciencias. 

En cuanto al álgebra, la superación de los conocimientos 
perso-árabes e hindúes no se daría hasta el siglo xvi, en el que 
los algebristas italianos resolverán todos los casos de ecuacio- 
nes de tercer y cuarto grados, si bien a finales del siglo xv em- 
pezarían a usarse ya expresiones sincopadas para las opera- 
ciones y términos más corrientes. 


E æ j pi pe n E pe p a ge m a mpi a ES yr 
La escritura sincopada del álgebra 
AAA A NN II II TS RT TAN NIT 





Entre la escritura simbólica actual y la expresión retórica 
de las ecuaciones usada antiguamente, es lógico encontrar 
una fase intermedia en la que algunos autores utilizan expre- 
siones reducidas o abreviaturas para simplificar su escritura, 
al modo de una taquigrafía. 

La difusión de la escritura sincopada coincide con el de- 
sarrollo de la imprenta, pues la circulación de las obras im- 
presas permitió que determinadas expresiones fueran conoci- 
das y admitidas por otros y acabaran convirtiéndose en una 
convención generalizada. Por ello, a finales del siglo xv, los 
libros mostraban cierta coincidencia y algunos aciertos pio- 
neros. Como muestra, veamos algunos ejemplos: 


Nicolás Chuquet. 1484 


R raíz cuadrada 
R? raíz cuarta 
12' 12x 

127 12x? 


Luca Pacioli. 1487 


R raíz cuadrada 
R3 raíz cúbica 
co cosa: X 

ce censo: x? 

p piu: más 

m meno: menos 


Johann Widmann. 1489 


Aparecen + y —, pero sin la 
significación actual. 


Algunos de estos esfuerzos quedaron inéditos, aunque 
los manuscritos de estos y otros autores tuvieron gran circu- 
lación, como ocurrió con la obra de Chuquet. 


28 





Un paseo por la historia y sus protagonistas 


Virtuosismo y duelos en Italia 





Las ecuaciones de segundo grado con una incógnita ha- 
bían sido sistematizadas por Al-Juwarizmi. Otro matemático 
perso-árabe del siglo x11, el gran poeta y matemático Jayyam, 
había abordado la solución de las ecuaciones de tercer grado 
mediante intersección de cónicas. Pero la resolución general 
de las ecuaciones de tercer y cuarto grados con una incógnita 
estaba reservada a los algebristas italianos del Renacimiento. 

En el siglo xvi, las pujantes ciudades italianas, con sus 
universidades y mecenas, continuaban siendo lugares de 
estudio obligados para todos los europeos. El resumen (Suma 
de aritmética, geometría...) de Pacioli, publicado en 1487, con- 
tenía lo que se sabía en aquel momento. Igualmente, Gero- 
lamo Cardano, en el capítulo primero de su Ars Magna (Arte 
Magno, 1545), nos describe los orígenes del álgebra y la situa- 
ción de este arte, al que se refiere como un don celestial que 
sobrepasa toda capacidad humana, en su época. 





Precisamente, debido a esa concepción del álgebra como 
un arte, era frecuente en la época que los matemáticos sostu- 
viesen auténticos duelos en los que exhibían sus habilidades 
resolviendo problemas, haciendo espectáculo y negocio con 
sus conocimientos. A pesar de que guardaban celosamente 
sus métodos, a fin de salir triunfantes en las lides y asegurarse 
la gloria, no era raro que los sabios “se pisasen” los descubri- 
mientos unos a otros. Es el caso del propio Cardano, quien, a 
pesar de su promesa formal de no divulgarlo, publicó en su 
Ars Magna el método de Niccolo Tartaglia para resolver ecua- 
ciones de tercer grado. Si bien es cierto que Cardano recono- 
ce su deuda con Tartaglia, sin embargo se atribuye a sí mismo 
las demostraciones (DOCUMENTO 1). 
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a la izquierda, y Niccolo Tarta- 

glia (1499-1557) se disputaron 

la autoría del método para re- 

solver ecuaciones de tercer gra- 

do, cuyo desarrollo el primero se 
había atribuido. 
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La Suma de aritmética de Pac- 


cioli tuvo una gran influencia en 
el desarrollo del álgebra en la 
Italia renacentista. Portada de 
dicha obra en su edición de 1487 
(Biblioteca Nacional, Madrid). 


El algebra 


Cardano fue un personaje característico del Renaci- 
miento: médico, matemático, astrólogo, naturalista y, al mis- 
mo tiempo, creyente en cantidad de supercherías, es buen ex- 
ponente de cómo magia y ciencia son capaces de coexistir en 
uno de los periodos más fecundos de la cultura europea. 

El álgebra de Cardano sigue siendo retórica, como la 
de Tartaglia, quien, para facilitar el aprendizaje de la regla de 
resolución de las ecuaciones de tercer grado, recurriría a la 
poesía: 





Regla de Tartaglia Notación actual 
Cuando el cubo con la cosa cerca + a4t=b 
se iguala a cualquier número, Se usan u y v de forma 
se buscan otros dos, diferentes en eso. que: 
Después tendrás esto por norma: u=v=b 
que su producto sea siempre igual E 
al tercio cubo de la cosa limpio. u-y= a 
El resto es muy general, > 3 : 
de las raíces cúbicas bien restadas x= Vu-— Vv 


verás la cosa principal. 


Apliquemos ahora, utilizando la notación actual, la regla 
expresada en el poema para resolver la ecuación x? + 6x = 20: 
Se toman u y v de forma que: 


Uu—-y= = 
uU: v= A =8 
3 
Ese sistema se reduce a uno de segundo grado: 

u=20+v 

y sustituyendo: 
(20 + Vv=8 

que es: 


v”+20v-8=0 
Tomando sólo soluciones positivas: 
v= V108 — 10 
u = V108 + 10 
3— X Ya 
x=Vu-— Vv 
x=2 
que cumple las condiciones. 
Es de destacar que Cardano considera las soluciones ne- 
gativas y empieza a operar con cantidades imaginarias (raíces 
de números negativos), aunque para sistematizar sus reglas 


de operación habrá que esperar a que, en 1572, Raffaele 
Bombelli publique L’Algebra. 
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Un paseo por la historia y sus protagonistas 


Bombelli representa la cumbre del álgebra en Italia, Ile- 
vando la resolución de ecuaciones de una incógnita a un 
punto que no sería superado en más de dos siglos. Bombelli 
aporta las reglas para operar con cantidades imaginarias, sis- 
tematiza todas las ecuaciones de tercer y cuarto grados e intro- 
duce una notación que, como veremos más adelante, estará 
muy cerca de la simbólica. 


El álgebra en Españ: 


E 





Fue un alemán afincado en Valencia quien publicó el pri- 
mer libro de álgebra en castellano. En efecto, en 1552 vio la 
luz el Libro primero de aritmética algebrática de Marco Aurel. 
Marco Aurel sigue a Rudolph, otro alemán influyente. Se da el 
caso de que la Aritmetica algebratica fue traducida al árabe, 
produciéndose una vuelta del álgebra a sus orígenes islámicos. 

Pero, quizá por su sistematismo y por la influencia que 
tuvo, sea más interesante la Aritmética práctica y especulativa del 
bachiller Juan Pérez de Moya, publicada en 1562. La obra de 
Pérez de Moya es, probablemente, el mejor libro del siglo XVI 
en España, no tanto por su originalidad sino por su acierto a 
la hora de exponer. Su éxito fue tal que ha conocido treinta 
ediciones, siendo la última la de 1875, más de doscientos 
años después de su primera publicación. 





O A A A ena 
E oo Ind. RN 


Curioso poema laudatorio que 
aparece en el Libro primero de 
aritmética algebrática de Marco 
Aurel (Biblioteca Nacional, Ma- 
drid). Esta obra fue el primer tra- 
tado de álgebra en castellano. 


23 Vna igo del Autor, alos Leétores, A 


AyTan fubtil, taħ excelente Quien faber eftos primores, 


- 


Es el arte del cortar, Los deffea, y linafan: 

Tan dulce y tan eminente, Quien gozar deftos favores, 

Tanfacil(Leor prudente) Quien guítar de fus dulcores 
uen las artes no hay fu par. Oygalos del Aleman, 


Es tanalta quePlaton Y quien no fe halla a mano 
En fu puerta, anfi efcriuia: De faber, filo deffea, 
Nadie oyga milicion. . Efe bien tan foberano 

Ni fe tenga por varon De fu propialengua y mano 
Si contar ya nọ labia. Efte libro tenga y lea, | 


FALE 
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El álgebra 


Veamos, respetando el castellano antiguo original, un 
problema resuelto por Pérez de Moya y observemos cómo tra- 
baja el arte de la cosa: 


“Dos tienen dineros, el uno cinco ducados más que el otro, y 
multiplicando los ducados del uno por tres, y los del otro por quatro, 
juntas las dos multiplicaciones montan sesenta y nueve ducados. 

Demando, quanto tiene cada uno.” 

Quan Pérez de Moya, Arithmética práctica 
y especulativa, 1562) 

En la solución se hace patente el avance del álgebra sin- 

copada. La notación usada por Pérez de Moya es: 


co. cosa (x) 

p. más (+) 

n. número unidad. Sin lectura 
ig. igual (=) 





Solución de Pérez de Moya Notación actual 
Respuesta. Pon que uno tiene una co., El primero tiene: x 
el otro dice la demanda que tiene cinco 
más. Junta 5 con 1 co. y será 1.co.p.5. El segundo :x +5 
Y así el primero tiene 1.co. Y el segundo 
1.co.p.5.n. 

El primero por tres dará 3.co. 3x 


Así mismo los del segundo por 4, como 4(x + 5) = 4x + 20 
manda la regla de multiplicar 
caracteres, serán 4.co.p.20.n. 


Suma ahora 3.co. a 4.co.p.20.n. 3x + 4x +20 = 7x +20 
y dará 7.co.p.20.n. 


Esto lo igualamos a 69.n. 7x +20 = 69 
7.cO,p.20.n.ig.69.n. 

Restando 20.n.: 7.c0.ig.49.n. 7x = 49 

Dividiendo por 7: 1.co.ig.7.n. 

Y así avrás respondido a la demanda x= == 7 

que uno tiene 7 ducados y el otro Z 

12 ducados. 


Se han subrayado las dos formulaciones de la ecuación 
que hay que resolver. Observamos que, en lugar de escribir 
siete veces la cosa más veinte unidades igual a 69 unidades, se 
anota: 7.co.p.20.n.ig.69.n. Es un buen ejemplo de cómo el ál- 
gebra sincopada y la simbólica se van acercando. 
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Se atribuye al inglés Robert Recorde el uso del signo igual 
(=) desde 1557. Recorde utilizaba también habitualmente los 
signos + (derivado de la p.) y — (derivado de la m.). Cuentan 
que, cansado de escribir es igual a, Recorde dio a las rayas pa- 
ralelas el valor de máxima igualdad. El uso del signo igual no 
se generalizará hasta más de cien años después, a finales del 
siglo xvi, con Newton y Leibniz. 

En la segunda mitad del siglo xvI continuaron reducién- 
dose las expresiones. Así, se empezó a evitar el uso de símbo- 
los distintos para las potencias. En este terreno, hubo dos in- 
tentos significativos, el de Bombelli y el del flamenco Simon 
Stevin, ambos ingenieros y, por tanto, de inclinación emi- 
nentemente práctica. Veamos un ejemplo: 


Notación Expresión 
Actual: X +4 — 3 
3 2 
Bombelli (1572): 1.p.4.m.3 
Stevin (1585): 19 +40 - 3 


El signo de la raíz cuadrada ya era usado por el matemá- 
tico alemán Michael Stifel a mediados del siglo XvI. 


Pai | AA ñ -< ++ a D AJS mb m 
El calculo con letras: Vieta 


AA TEC IS 





Durante el siglo xvi se produce, como hemos visto, un 
gran florecimiento de la vida cultural y científica de Europa 
occidental. En matemáticas faltaba dar un paso importante 
en la abstracción: operar con entes abstractos, sin un signifi- 
cado concreto. Ese salto en la generalización lo va a dar un 
noble jurista: Francisco Vieta. 

Francois Viète (1540-1603) fue un hugonote francés que 
llegó a ser consejero privado del rey Enrique VI. Su capacidad 
era tal que lograba descifrar los complejos mensajes en clave 
que Felipe II de España enviaba a sus aliados católicos. Las 
contribuciones de Vieta en matemáticas se refieren principal- 
mente a la geometría y la trigonometría, pero, en lo que res- 
pecta al álgebra, su importancia radica en su cálculo especioso, 
la operación con especies, con letras. 

Vieta distingue la logística numerosa, el cálculo aritmético 
con números, de la logística especiosa, que permite operar con 
letras que representen cualquier número, conocido o descono- 
cido. Las consonantes mayúsculas son usadas por Vieta como 
números conocidos, mientras que las vocales mayúsculas 
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Portada de L'Algebra de Raffaele 
Bombelli en una edición de 1579 
(Biblioteca Nacional, Madrid). 
Con esta obra, el álgebra alcan- 
za su máximo desarrollo en Italia. 





Po Pm old arras eyan 1 
A e A gin a N OS A E, 











Francisco Vieta (1540-1603). 

Vieta da el paso decisivo hacia 

la abstracción, al demostrar que 

es posible realizar operaciones 

matemáticas con letras en lugar 
de números. 
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El algebra 


representan las incógnitas. Corresponderá a Descartes, años 
más tarde, implantar la notación en minúsculas utilizada en 
la actualidad, reservando las últimas letras del abecedario 
para lo desconocido o lo buscado. 

La importancia de Vieta, vista con los ojos de hoy, tan 
acostumbrados a manejar fórmulas y expresiones abstractas, 
quizá no parezca tan trascendental. Durante siglos se apren- 
dió a trabajar con lo desconocido; sin embargo, era necesario 
también dar carácter general a lo conocido. 

Veamos un ejercicio como muestra de hasta que punto 
Vieta era consciente de que estaba abriendo un camino; en 
lugar de resolver un ejercicio particular, va a resolver el plan- 
teamiento general y luego particularizará. El ejemplo que a 
continuación reproducimos procede de la colección Zetetico- 
rum (Ejercicios, 1593), donde Vieta resuelve los problemas de 
Diofanto de forma completamente general: 

“Dados dos números, encontrarlos si es conocida su diferen- 
cia y su suma.” 





Solución de Vieta Notación actual 
Sea B la diferencia entre los dos números |x: número mayor 
y D la suma. y: número menor 
x=y=B 
x+y=D 
Si el menor es A, el mayor es A + B, y=A 
sumando menor y mayor obtenemos x=A=>+B 
A2 + B, cuyo resultado es D, por tanto A+B+A=D 
A2 + B es igual a D. Y, por antítesis, 2ZA+B=D 
A2 es igual a D — B, y por ello 24A=D-B 
A=D=-=B". a E A 
2 2 2 AO 
Si el mayor es E (haciendo lo mismo) 
; 1 1 BSS 
se obtiene E = D — + B—. E=- 
2 2 AES 


Por ello, el número menor se obtiene 
haciendo la diferencia entre la mitad 
de la suma y de la diferencia y el 


número mayor mediante la suma B = 40, D = 100 
de las dos mitades. 
A 


Así, si B es 40 y D es 100, se obtiene 
que A es 30 y E, 70. E = === 10 





Fijémonos en cómo Vieta ni siquiera ha comenzado esta- 
bleciendo que la suma de los dos números es, en este caso, 100 
y su diferencia 40, para después calcular que los números | 
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Un paseo por la historia y sus protagonistas 


son 70 y 30, Se limita a dar dos fórmulas, indicar la regla 
general y después particularizar con ejemplos. 

La obra fundamental de Vieta es In artem analyticam isa- 
goge (1591), Introducción al arte analítico, donde se expone el 
arte de la logística especiosa. Veamos un sencillo ejemplo de 
operación con letras: 


A + B sumado a A — B es el duplo de A. 

A — B reducido en A — B es el duplo de la menor. 

Cuadrado de A más A por B bis (doble) más cuadrado de B es 
el cuadrado de A + B o el producto de A + B por A + B. 


Aunque estas expresiones son muy simples, poco a poco 
se van complicando, constituyendo un cálculo ya casi simbó- 
lico. Estamos muy cerca de la notación actual. 


Descartes: la supremacía del álgebra 





Será en una obra de René Descartes, titulada paradóji- 
camente Geometría (1637), donde se llegará más lejos en el 
terreno del álgebra, tanto en lo referente a la notación como 
en contenido y aplicaciones. 

La importancia de Descartes (1596-1650) en la historia 
del pensamiento es incuestionable. Su Discurso del método, 
que hoy se estudia por separado, no era otra cosa que la in- 
troducción a sus obras científicas: la Dióptrica, los Meteoros y 
la Geometría. En el Discurso se encuentran las bases del pen- 
samiento moderno: la duda sistemática como método para 
llegar a verdades racionalmente incontrovertibles. Obsérvese 
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Detalle de un óleo de Louis Mi- 
chel Dumesnil, que representa a 
Descartes haciendo una demos- 
tración de su geometría alge- 
braica ante la reina Cristina de 
Suecia y su corte (Museo de Ver- 
salles). 








GEOMETRIA, 


RENATO DESCARTES 
Anno 1637 Gallicecdira; poltea autem 
Vni cum Noris 
FLORIMONDI DE ZEACRE, 
In Caria Disleri Conflsac Regii, Galicë comerme ia 
Larios Unpuam verlo, & Commentacis lalirare, 
Operá aque ferdio 
FRANCISCIA SCOCHOOTEN; 
in Acad. Fugl. Bataya Marheñzos Profeflaci. 

Nune dowo al eodem dilizerer roerei, locupleriaribes Conimen- 
duiu rd Ne er egos acce fisniies tara aa nireriaeee 
aphecen ad apio cu ass huii Gasmireris 

exclicnti co T apistibas y EYEYE 
Qgoruin ammin Catalogum papina yerfa exbilier. 
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Srinpribur Sacietalss 


Portada de la Geometría de René 
Descartes, publicada en 1637 (Bi- 
blioteca Nacional, Madrid). Para- 
dójicamente, una obra de geome- 
tría constituye uno de los prin- 
cipales trabajos algebraicos de la 
revolución científica iniciada con 
el Renacimiento. 





que el interés de Descartes por encontrar unos principios 
simples e indudables -para después ir deduciendo afirmacio- 
nes más complejas- muestra una fuerte influencia de los pro- 
cedimientos matemáticos. No en vano, Descartes es conside- 
rado el creador de la geometría analítica. 

Para no apartarnos de nuestra trayectoria algebraica, 
conviene decir que la Geometría puede ser leída sin ninguna 
dificultad por el lector contemporáneo. La notación simbóli- 
ca es casi la nuestra: primeras letras (a, b, c...) para lo conoci- 
do y últimas letras minúsculas (x, y, z) para lo desconocido. 
Dos excepciones encontramos: la raíz cúbica y el término 
igual. Descartes utilizará el signo , similar a æ, que significa 


igual, en lugar del nuestro. Y como raíz cúbica usará Vc. en 
3 
lugar de Y. 


Notación de Descartes Notación actual 





V c.a? — b? + abb P- Fia 
Z æ — az + bb z = — az + bb 


La Geometría cartesiana marca un cambio cultural de es- 
pecial trascendencia: el modelo de perfección matemática 
que constituye la geometría de los antiguos puede ser reduci- 
do a términos algebraicos y el tratamiento algebraico de los 
problemas primará sobre cualquier otro. Así, las ecuaciones 
se convierten para Descartes en auxiliares de la geometría. 
Estamos ya en una fase avanzada de la geometría analítica, la 
geometría colonizada por el álgebra. 

En su Geometría, Descartes desarrolla con soltura, de for- 
ma brillante y con simbolismo adecuado unas cuestiones 
que, sin ser él el primero en abordarlas, sí pudo resolver de 
forma independiente. Dichas cuestiones, que se exponen en 
la parte documental de esta obra (DOCUMENTO 2), son las si- 
guientes: 

— El cálculo polinómico. 

— Relación del número de raíces (soluciones) con el gra- 

do de la ecuación. 

- Tratamiento de las raíces falsas (negativas). 

- Consideración de imaginarias a las soluciones no reales. 
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TRIE 


El filósofo alemán Gothfried Wilhelm Leibniz (1646- 
1716) fue también un matemático con notable interés y mu- 
chas de sus reflexiones siguen siendo fuente de inspiración. 

Resumir la importancia de Leibniz a unas pocas líneas 
supone restarle parte de su incuestionable valor. Pero su 
nombre no puede dejar de mencionarse si consideramos el 
avance que supone la evolución del simbolismo en el pensa- 
miento. Leibniz fue un verdadero maestro en la elaboración 
de una eficaz notación simbólica. 

Leibniz sostuvo una agria polémica con Newton, quien 
le disputaba la creación del cálculo diferencial. Como los ma- 
temáticos griegos y renacentistas, Newton guardaba celosa- 
mente sus métodos y descubrimientos; por eso no es extraño 
que se mostrara sorprendido y contrariado cuando Leibniz 
publicó en 1684 un breve artículo (ocupaba menos de siete 
páginas) titulado Nuevo método para los máximos y los míni- 
mos, así como para las tangentes, en el que exponía sus conclu- 
siones. 

Hoy se admite que Newton y Leibniz desarrollaron el 
cálculo diferencial de forma independiente y por vías distin- 
tas. Leibniz ya había avanzado su método en 1675, y es pro- 
bable que Newton lo hiciera mucho antes, pero ni lo publicó 
ni lo dio a conocer detalladamente. El mérito de Leibniz fue 
doble: no sólo se adelantó a Newton en la publicación de sus 
descubrimientos, sino que su método se diferencia por su 
sencillez y por la elegancia de la notación, la cual se sigue uti- 
lizando en nuestros días. Hay que precisar que, en lugar del 
paréntesis, utiliza una barra superior para agrupar expresio- 
nes, tal como se conserva aún en la raíz cuadrada. 





Sita quantitas data conftans, erit da æqualıso, & d ax erit eque 
a dx: fi fit yæqu v (fu ordinata quevis curva YY , equalis cuivis or- 
dinatæ refpondenti curva VV Jeritdyæqu. dv. Jam Addirio S Sub- 


tradtio: G fit z -yf vvt x æqu. v, erit dz--y Țvvtx feu dr, æqu. 


dz -dyidvvj dx. Multiplicatio, dxvzqu. xdvjudx, feu pofito 
yæqu. xp, fiet d y æqu. xdr tp dx. In arbitrio enim eft vel formulam, 
ut xp, vel compendio pro ea literam, ut y, adhibere. Notandum &x 
$ dxeodem modo in hoc calculo tradtariyut y & dy,vel aliam literam 
indeterminatam cum fia differentiali, Notandum etiam non dari 
femperregrefluma differential: Equatione, nifi cum quadam cautio- 













y p 
ne, de quo alibi. Porro Divifio, d—vel (pofitoz æqu, )dzægu 
trdytydr 
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Detalle de una página de las 
Acta Eruditorum (1684), corres- 
pondiente al artículo de Leibniz 
sobre el cálculo de máximos y 
mínimos (Biblioteca Nacional, 
Madrid). Obsérvese el avance en 
la notación, en la que se aprecia, 
por ejemplo, la línea horizontal 
que hace el papel de paréntesis. 








EAS 

Gothfried Wilhelm Leibniz (1646- 

1716). Con los trabajos de Leibniz | 

y Newton se inicia el cálculo dife- 
rencial. 





Para ilustrar la modernidad de Leibniz, reproducimos 
aquí un fragmento de la tercera página del artículo citado, el 
correspondiente a las derivadas de las potencias: 


Potencias; 


dx" =ax** dx 

por ejemplo, dx? = 3x? dx 
por ejemplo, si w = eS 

43 3dx 


x* 





dw = — 
Raíces: 
dV = Fa dx xi 





5 pues en este caso a es 1 y bes 2; 


NE 
1 
entonces ax es >Ý y *, ahora y`? es idéntico a — ...) 
y 


(de ahí que: aVy pe 
2 


«Conociendo este algoritmo, como así lo nombro, o este cálculo al 
que llamo diferencial pueden obtenerse todas las otras ecuaciones 
diferenciales por medio del cálculo común (...)» 


Exponentes negativos, fraccionarios, etc., ya encontra- 
mos todo el arsenal de recursos que utilizamos con regulari- 
dad en la Enseñanza Secundaria. Ese cálculo común del que 
habla Leibniz no es otra cosa que el álgebra. 

La facilidad de Leibniz, como la de los grandes novelis- 
tas, es más aparente que real; su método necesitó casi diez 
años de incubación. Por eso, cuando lo publica en apenas sie- 
te páginas, raya en la perfección. 


Quizá la trascendencia de los grandes tratados de Isaac 
Newton (1643-1707), Principia Mathematica (1685) y Óptica 
(1704), ha podido hacer sombra a otro libro también muy 
importante, y cuyo principal interés radica en que se sistema- 
tiza en él todo el conocimiento algebraico de su época, de 
una forma clara y didáctica. Nos referimos a la Aritmética uni- 
versal o Tratado de composición y resolución aritmética (1707). 

En este libro, Newton recoge y ordena todos los conoci- 
mientos aritméticos del momento, empezando por los más 
simples, incluidos el uso de decimales, las operaciones bási- 
cas, los símbolos que va a usar, etc. Cuando llega a la resolu- 
ción de ecuaciones algebraicas, Newton, conocedor de las di- 
ficultades de pasar del lenguaje ordinario al algebraico, se 
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esfuerza en detallar paso a paso todo lo que va haciendo, 
como se puede apreciar en el problema que a continuación 
reproducimos y que, en su estructura, refleja fielmente el 
estilo de Newton. Su claridad es difícil de mejorar. 

El enunciado del problema es el siguiente: 


“Un comerciante incrementa su fortuna cada año en una ter- 
cera parte, gastando cien libras en su familia. Al cabo de tres años 
doblará su fortuna. ¿Cuánto dinero tiene hoy?” 


(Isaac Newton, Aritmética universal, 1707) 











Solución: 
En lenguaje ordinario Algebraicamente 
Fortuna hoy. X 
Gasta las 100 libras x—100 
de este año. 
Aumenta el resto en %— 100 _4x=— 400 
una tercera parte. x= 100 + E 
Gasta las 100 libras 4x — 400 100 
del segundo año. 3 1000 
Y amena el resto de 700 2 0 HA aa PP 
en una tercera parte. 3 9 9 Isaac Newton, retratado por 
> 100 ó ——— llery, Londres). Físico, matemá- 
del segundo año. 9 9 , ds 
tico y astrónomo, descubrió el 
Y por el resto gana 16x — 3.700 > 10%-=3300 cálculo infinitesimal y la natura- 
el tercio 9 27 Š leza de la luz blanca, y formuló 
la teoría de la gravitación uni- 
Y como se ha duplicado 64x — 14.800 versal. 
el capital. 2 DY 
27 
Hay que resolver 
la ecuación 
| multiplicando por 27: 64x — 14.800 = 54x 
-Restando 54x: 10x — 14.800 = 0 ó 10x = 14.800 
Dividiendo por 10: x = 1.480 


Por tanto 1.480 libras fueron la 
fortuna inicial, y también el beneficio. 


| El libro de Newton contiene problemas muy interesan- 

| tes, pero el que hemos seleccionado es el que Newton elige 

| para ilustrar la importancia del orden en matemáticas. 

| En cuanto al simbolismo, el que Newton emplea es el ac- 
tual, con la excepción de que, en lugar de paréntesis, utiliza 
una barra horizontal que agrupa todo lo que va junto, como ya 
hemos visto en Leibniz. 
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Detalle de una página de la Arit- 

mética universal de Newton, edi- 

ción de 1761 (Biblioteca Nacio- 

nal, Madrid). Obsérvese que la 

notación es prácticamente igual 
a la actual. 











Gauss demostró en 1799 el teo- 
rema fundamental del álgebra. 
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Un 


Desde que por primera vez en 1608 Peter Rothe afirmara 
que “una ecuación algebraica de grado n tiene n soluciones”, 
este teorema se consideró un hecho cierto, aunque no pudo 
ser demostrado. 

Ya vimos cómo Descartes procedía en orden inverso; 
si se mutiplicaba (x—a) por (x—b) daba una expresión de 
segundo grado que al igualar a cero tenía como soluciones 
x=a y x= b. Sin embargo, no se logró una demostración 
rigurosa hasta que, en 1799, el astrónomo y matemático ale- 
mán Karl Friedrich Gauss, utilizando métodos analítico-geo- 
métricos, alcanzó el objetivo. Y aun así fue necesario rehacer 
las demostraciones. 

Lo que se probaba, en definitiva, es que toda ecuación 
algebraica siempre tiene solución real o compleja, y de ahí se 
deduce que tiene tantas soluciones como indica su grado. La 
complejidad de la demostración es tal que supera los objeti- 
vos de este libro. 





A partir de que los algebristas italianos del siglo xvi en- 
contraran las fórmulas para resolver las ecuaciones de tercer y 
cuarto grados, se intensificaron los esfuerzos para hallar una 
solución general a ecuaciones de quinto grado -y mayores- 
de una incógnita. Sin embargo, aunque se habían encon- 
trado soluciones particulares a este tipo de ecuaciones, no se 
logró hallar una solución general. 
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Sería un joven matemático noruego, Niels Abel (1802- 
1829), quien, con sólo veintidós años, en una pequeña me- 
moria titulada Sobre las ecuaciones algebraicas en las que se 
demuestra la imposibilidad de resolver la ecuación general de 
quinto grado, explicaría por qué en más de doscientos cin- 
cuenta años de tentativas no se había dado con la solución: 
no existía. La demostración dada por Abel fue la primera que 
se dio a esta cuestión, y es muy difícil de reproducir. 

El mérito de Abel es aún mayor si se considera que hacia 
el final de su vida se hallaba casi en la miseria y que, a pesar de 
ello, costeó él mismo la publicación de su obra ahorrando 
de su comida. La pobreza y la tuberculosis minaron la salud de 
nuestro joven y le llevaron a una temprana muerte, antes 
de cumplir los veintisiete años. Se afirma que las aportacio- 
nes de Abel fecundarán las matemáticas durante cientos de 
años; a él, los honores le llegaron tarde. 

La admiración por Abel condiciona todo el siglo XIX, 
pues con él se recupera el rigor lógico y actitud crítica ante 
los conceptos matemáticos. Karl Weirstrass (1815-1897), uno 
de los iniciadores de la matemática actual, no paraba de decir 
a sus alumnos: “¡leed a Abel!” 

El problema que dejó planteado Abel, y que le ocupó 
mucho tiempo, es el siguiente: si las ecuaciones algebraicas, 
en general, no tienen solución, ¿en qué casos se pueden re- 
solver? De esta reflexión parte un matemático aún más joven 
que Abel: Galois. 


a 





modern ia 

Al kkal que Abel, un contemporáneo suyo, interesándo- 
se por los mismos problemas, se adelantaría a su tiempo y 
alcanzaría la gloria muchos años después de morir en plena 
juventud. La corta y precoz vida de Evariste Galois (1811- 
1832), muerto a los veinte años en un duelo de honor, es tan 
apasionante como su obra. 

Apasionado y republicano en una época de reacción mo- 
nárquica en Francia, tenía doce años cuando fue expulsado 
por motivos políticos del liceo donde estudiaba. Después de 
intentar por dos veces ser admitido en la prestigiosa Escuela 
Politécnica, en 1830 logró ser admitido en la Escuela Normal. 
De poco le iba a servir, Galois volvió a ser expulsado tras su 
participación en los sucesos revolucionarios que culminaron 
con la abdicación de Carlos X. Poco tiempo después, con die- 
ciocho años, Galois sería detenido por amenazar de muerte al 
nuevo rey, Luis Felipe. ` 
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Abel demostró la inexistencia de 
un método general para resolver 
las ecuaciones de quinto grado. 
Niels Abel es conocido también 
por sus trabajos sobre las funcio- 
nes algebraicas, las elípticas y las 
integrales definidas. 





El álgebra 


Barricada en una calle de París 
durante el levantamiento liberal 
de 1830 (L'lllustratión, 1910. 
Biblioteca Nacional, Madrid). 
Galois intervino en los sucesos 
revolucionarios que culminaron 
con la abdicación de Carlos X. 





Llevó una existencia intensa y azarosa, no exenta de 
episodios novelescos, como el que terminó con su vida. 
Comprometido en un duelo de honor, resultó herido de 
muerte el 30 de mayo de 1832, falleciendo al día siguiente. 
La noche de la víspera del dramático suceso constituye una 
de las más legendarias de la historia de las matemáticas. Se ha 
exagerado al decir que Galois desarrolló sus teorías esa noche 
trágica; aunque esto no es verídico -en realidad le llevó un 
año elaborarlas-, se afirma que trabajó intensamente para po- 
Retrato de Evariste Galois en Men | nerlas a punto antes de la fatídica cita. Todavía resuena con 

of Mathematics (1937). patetismo su no tengo tiempo, repetido una y otra vez durante 
| | esa larga noche mientras realizaba sus correcciones. 

La obra de Galois es breve como su vida y tardó en ser 
comprendida, a pesar de las recomendaciones que hizo, en 
una célebre carta, a su amigo Auguste Chevalier para que die- 
ra a conocer sus trabajos (DOCUMENTO 3). Dicha carta consti- 
tuye un auténtico testamento en el que Galois resume sus in- 
vestigaciones, su legado matemático. 

Partiendo de la resolución de ecuaciones, un asunto del 
álgebra tradicional, Galois nos introduce en el álgebra mo- 
derna. Así, Galois se ocupó del problema planteado por Abel, 
que se preguntaba en qué condiciones es resoluble una ecua- 
ción de grado superior a cuatro. Basándose en trabajos ante- 
riores de Lagrange, se concentró en aquello que podía ser de- 
cisivo: las permutaciones posibles. 

Hoy vemos la teoría de permutaciones como algo sen- 
cillo, pero la idea de operar con entes no numéricos debió 
suponer una barrera psicológica muy difícil de salvar. Hasta 
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Un paseo por la historia y sus protagonistas 


entonces, las operaciones se realizaban con números; cierta- 
mente, se estaban definiendo operaciones con otros entes 
físicos, como los vectores, pero operar con algo como permu- 
taciones no parecía tarea fácil. Galois lo consiguió con diecio- 
cho años, y si la complejidad de su razonamiento, que es 
de matemática superior, no nos permite desarrollarlo aquí, 
podemos en cambio ver cómo son las operaciones con per- 
mutaciones. 


TEORÍA DE LAS PERMUTACIONES 


Sean tres elementos: A, B, C. 

Se llama permutación a cualquier movimiento de las tres 
letras. El número total de permutaciones es 3! = 6. 

Las seis permutaciones son: 


P1 = ABC P4 = BCA 
P2 = ACB P5 = CAB 
P3 = BAC P6 = CBA 


Cada una de esas permutaciones refleja un cambio de or- 
den respecto a ABC. 

Si consideramos esas seis permutaciones como números, 
podemos definir un raro producto: realizar los movimientos 
asociados a cada permutación. Por ejemplo, P1 + P2 = P2, 
pues P1 deja todo igual y P2 cambia la segunda letra por la 
tercera. Mientras P3 * P5 = P2, puesto que P5 transforma ABC 
en CAB y P3 intercambia primera y segunda letras; por tanto, 
quedará ACB, que es P2. 

Si trabajamos de esta forma, podemos construir una 
tabla de multiplicar permutaciones, como la que reproducimos 
en el margen. Así pues, en lugar de utilizar números podemos 
hacer operaciones con permutaciones 

Partiendo de las propiedades de las permutaciones, 
Galois desarrolla la teoría de grupos. 


TEORÍA DE GRUPOS 


Se dice que un conjunto tiene estructura de grupo cuando, 
definida una operación, cumple las siguientes propiedades: 

— Asociativa: a (b »c)=(axb)*c 

— Elemento neutro: a +1 =1+a=¢ 

- Elemento inverso: a +a =a '+a=1 


GRUPO DE PERMUTACIONES 


Las permutaciones tienen estructura de grupo al cumplir 
todas las propiedades. Por ejemplo, el 1 (elemento neutro) es 
la permutación P1. El inverso de P2 es P2, pues P2 + P2 = P1. 
El inverso de P3 es P3, el de P4 es P5, el de P5 es P4 y el de P6 
es P6. 
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Tabla de multiplicar permuta- 


ciones. 
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Ps s Ps|ro |P |Pa]Pz 
CODODOn 


















bro Men of Mathematics (1937). 
Boole llevó el álgebra al estudio 
del pensamiento. 
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La importancia de esta teoría desarrollada por Galois, al 
aplicarse a cualquier tipo de objetos, será enorme; la aplica- 
ción del concepto de grupo nos permite encontrar simetrías 
y, con ello, simplificar las teorías. A desarrollar todas las aplica- 
ciones de la teoría de grupos se dedicará casi todo el siglo XIX, 
definiéndose importantes conceptos como los de subgrupo e 
invariante. 

Galois se concentró en una de sus aplicaciones: la bús- 
queda de la posibilidad de resolución de ecuaciones algebrai- 
cas. Otros autores se inspirarían en el joven romántico y, al 
ampliar el campo de operaciones, desarrollarán una herra- 
mienta imprescindible en nuestra cultura. 








En la conservadora Inglaterra, más preocupada por con- 
servar la herencia de Newton que por superarla, se produci- 
rían, no obstante, importantes avances en álgebra. Dedicare- 
mos los dos últimos capítulos a sendos matemáticos ingleses 
que fueron capaces de romper con su entorno y vislumbrar 
nuevos horizontes. 

Como ya hemos visto, Galois demostró que se podían 
hacer operaciones matemáticas con permutaciones en lugar 
de números, pero su obra tardó en divulgarse. Sería un mate- 
mático británico, George Peacock, en 1828, el primero que, 
cuando escribía a + b, a y b no eran números, ni + era la 
suma, sino una operación definida de manera arbitraria. 
Al operar con leyes abstractas y símbolos arbitrarios, la mate- 
mática se extiende mucho más allá de la cantidad. 

George Boole (1815-1864) fue más osado; llevaría el mé- 
todo matemático al propio pensamiento. La lógica, tan bien 
estructurada por Aristóteles y que permitió la creación de 
obras como Los elementos, de Euclides, había quedado rezaga- 
da y no podía seguir desligada del método deductivo de las 
matemáticas. El joven Boole, que traducía a Virgilio a los 
doce años y se formó casi autodidácticamente, emprendió la 
tarea de utilizar el simbolismo para convertir el razonamiento 
en una auténtica operación algebraica. Para Bertrand Russell, 
con Boole empieza la matemática pura. 

¿Es posible reducir las operaciones mentales a un mero 
cálculo? En 1847, Boole escribió un pequeño artículo que se 
tituló Análisis matemático de la lógica, al que siguió, siete años 
más tarde, Investigación sobre las leyes del pensamiento, donde 
desarrollaría y ordenaría sus ideas. Estas obras son impresio- 
nantes; sin pretender simplificar algo tan complejo como la 
mente humana, Boole muestra en ellas, como nunca lo había 
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hecho nadie, una capacidad para abordar con adecuado sim- 
bolismo la verdad o el error del razonamiento. No se detiene 
ante nada; incluso las pruebas de la existencia divina son some- 
tidas al cálculo para determinar si tienen coherencia lógica. 

En definitiva, nuestro hombre pretendía determinar las 
leyes que rigen el razonamiento humano y expresarlas en 
el lenguaje simbólico adecuado, el del cálculo algebraico, en el 
convencimiento de que existe una gran analogía entre las ope- 
raciones y leyes de la razón y las del álgebra (DOCUMENTO 4). 

Así pues, a partir de los trabajos de Boole, escribir x + y O 
xy se convierte en algo tan diferente a una operación numéri- 
ca como que x puede ser “seres blancos” e y “todas las ove- 
jas”, de forma que x + y es el conjunto de todas las ovejas y 
de todos los seres blancos, mientras que xy es sólo las ovejas 
blancas (DOCUMENTO 5). 

Las operaciones descritas por Boole en Investigación sobre 
las leyes del pensamiento cumplen una serie de propiedades 
que han permitido desarrollar un álgebra que lleva su nom- 
bre. De su importancia hablaremos en las aplicaciones. Aquí 
tomaremos aliento, pues hemos llegado al punto más alto de 
nuestra ascensión por el álgebra: de resolver ecuaciones por 
el método de la restauración y oposición hemos pasado a operar 
con objetos de pensamiento tan abstractos como los propios 
conceptos. Da un poco de vértigo. 
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Arthur Cayley (1821-1895) nos ha dejado una volumi- 
nosa e interesante obra. Y eso a pesar de que abandonó una 
brillante carrera matemática para dedicarse al ejercicio de la 
abogacía. Por fortuna, su encuentro con otro matemático- 
abogado, James J. Sylvester, lo recuperó para las matemáticas. 
La coincidencia hizo que Cayley y Sylvester colaborasen y 
juntos desarrollaron el concepto de invarianza, la parte más 
importante del álgebra en el siglo XIX. 

Lo que más nos interesa del trabajo de Cayley es el estu- 
dio sistemático y desarrollo de lo que él mismo llamó cálculo 
matricial, cuya formulación se remonta a 1858, aunque el pri- 
mero en usar el término matriz fue Sylvester en 1850. 

Como paradoja histórica, en los programas de álgebra li- 
neal de Bachillerato se deduce el concepto de determinante a 
partir del de matriz, cuando su aparición fue al revés. El con- 
cepto de determinante fue usado por Leibniz, y sistematizado 
por Vandermonde en 1771, mientras que el de matriz es mu- 
cho más reciente. Las leyes de la presentación sistemática de 
los conceptos no coinciden con su desarrollo histórico. 


45 
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matics, 1937). Hombre prolífico, 

entre sus aportaciones figura el 

álgebra matricial, que tendría 

una enorme importancia para la 
física y la ingeniería. 








James Joseph Sylvester (Men of 

Mathematics, 1937). Sylvester 

enunció, junto con Cayley, la 

teoría de las invariantes y la teo- 
ría de los determinantes. 








El algebra 


CONCEPTO DE MATRIZ 
Sea el sistema de ecuaciones lineales: 
3x —Zy> 1 
2x + 5y = 11 


Como hemos visto hacer a los chinos en su tablero, bas- 
ta con poner los coeficientes para tener definido el sistema. 
El avance de Cayley consiste en escribir ese sistema de la 


O EAH 


De aquí surge una forma de multiplicar especial. Consis- 
te en multiplicar, término a término, la línea horizontal 
-fila- por la vertical —columna—, y sumar. Así: 


3-2) z) = (3x — 2y) 


(2 5) (7) = +5) 


Aparece así un álgebra nueva, el de las matrices. Veamos 
cómo se multiplican dos matrices cuadradas: 


p Sl k r) = pieles e 
cdJjiz uy cx+dz cy +du 

Este raro producto tiene una propiedad que también se 
podía haber observado en las permutaciones de Galois, pero 
que no se contempló: el producto de matrices no es conmu- 


tativo, el orden cambia el resultado. Comprobemos esta im- 
portante anomalía: 


(30 s) 
3 4 C 2) 113 20 
` Je 2-0 22) 
12134] 1710 

Por tanto, A X B + B X A. 


Esta falta de conmutatividad nos muestra hasta qué pun- 
to el álgebra eleva su abstracción en el tratamiento de los ob- 


| jetos. 


Por último, no podemos dejar de señalar la simplifica- 
ción de la notación. Para escribir un sistema de ecuaciones, 


= por complicado que sea, basta con reducirlo a una expresión 


matricial. Así: 


IX E Zy + Oz + u= 12 
X=Y+2-4= 13 
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Se escribirá de la forma AX = B, donde 


X 
inf 2 8 Maaf? s= (12) 
kr 1AF AT jz 13 


u 
Sobre la importancia de las matrices trataremos más ade- 
lante, al hablar sobre las aplicaciones del álgebra. 
CONCEPTO DE DETERMINANTE 
Si tenemos un sistema de ecuaciones: 
ax + by=e 
cx + dy=f 


La forma de resolverlo es multiplicar la primera ecuación 
por c y la segunda por a, para luego restarlas: 


cax + cby = = 
acx + ady = af 

(ad — cb)y = af — ce 
af — ce 
ad —cb 

El término del denominador es lo que llamamos el deter- 


minante de la ecuación. La continua utilización de este tér- 
mino es lo que hizo que tuviera éxito antes que el de matriz. 


ES 





Hoy lo expresamos: Felix Klein, matemático alemán 
que hizo importantes aportacio- 

det a b ) _ A b = ad — bc nes en el campo de la geometría. 

cd cd Promovió una reforma de la en- 





señanza de las matemáticas en 


La combinación de los conceptos de matriz y determi- ia 0 alcoi pe de 


nante, y su extensión a otros campos, ha hecho que su uso se 
haya generalizado, convirtiéndose en muestra de la utilidad y 
elegancia de un adecuado simbolismo. 





s$ > 


Final: el peligro del simbolismo 





A lo largo del tiempo, el álgebra se ha ido convirtiendo 
en una herramienta potente, representando para la matemá- 
tica lo que ella misma es para el resto de las ciencias: su ins- 
trumento, su lenguaje. 

Pero la enorme potencia de ese lenguaje, de esos símbo- 
los abstractos, pueden hacernos perder contacto con la reali- 
dad y asfixiarnos. Aunque no todos los matemáticos piensan 
igual, algunos son tan expresivos como Felix Klein (1849- 
1925). Por eso conviene reproducir su advertencia: 


“Cuando se asciende a una montaña se va notando que la 
| pureza de la atmósfera aumenta en cada momento; pudiera, pues, 
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El ENIAC, el primer ordenador 
electrónico polivalente, que fun- 
cionaba por válvulas (1946). 





El álgebra 


creerse que si se asciende indefinidamente el bienestar que se expe- 
rimenta sería cada vez mayor. Todo el mundo sabe, sin embargo, 
que esto no ocurre, sino que, por el contrario, existe un límite de 
altura, pasado el cual la vida se hace imposible. Análogamente 
puede decirse que en la ascensión de los lógicos hacia la pureza 
científica eliminando la intuición —en lo posible, pues aun los sím- 
bolos de Peano’ tienen un resto de elementos intuitivos- se encuen- 
tran innegables ventajas; pero sólo hasta cierto límite, que no pue- 
de ser superado sin que el excesivo predominio de la Lógica 
produzca la esterilidad del razonamiento.” 


TRATA 








Describiremos brevemente en esta última parte algunas 
de las múltiples aplicaciones del álgebra. De hecho, el álgebra 
se halla presente como lenguaje allá donde estén las matemá- 
ticas, y éstas se encuentran en todas partes, por lo que las po- 
sibilidades prácticas del álgebra son inmumerables. Pese a 
ello, no podemos dejar de ilustrar esta historia con 
algunos de los logros más espectaculares de la ciencia y la tec- 
nología, de uso cotidiano en nuestros días. Al situarnos ante 
estas aplicaciones, conociendo las dificultades de los pione- 
ros, y su perseverancia para resolverlas, rendimos al ingenio 
humano el homenaje que merece. Como dijo Newton: “hoy 
vemos más allá por estar subidos a hombros de gigantes; mi- 
ramos tan alto que no vemos en quién nos apoyamos.” 





* Giuseppe Peano (1858-1932), lógico y matemático italiano que creó un siste- 
ma de símbolos que permite enunciar todas las proposiciones de lógica y de 
matemática sin recurrir al lenguaje ordinario. 
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Cuando George Boole desarrollaba un nuevo álgebra que 
permitía convertir el proceso de pensamiento en un cálculo 
-y de ese modo comprobar su validez-, no podía imaginar 
que estaba poniendo los cimientos de la máquina lógica. Las 
operaciones de suma lógica y producto lógico podían ser fá- 
cilmente simulables por circuitos electrónicos. 





Combinando circuitos se pueden hacer muchas opera- 
ciones; si cambiamos los circuitos de contactos por electro- 
válvulas obtenemos el primer ordenador de la historia: el 
ENIAC (1946). Después llegó la era del transistor, para termi- 
nar en los circuitos integrados. La miniaturización y produc- 
ción en serie han permitido extender el uso del ordenador a 
todos los ámbitos en un proceso imparable. Pero el mecanis- 
mo sigue siendo el mismo: sistema binario de numeración y 
álgebra de Boole. 





Quizá el científico más famoso de todos los tiempos sea 
Albert Einstein. La superación de la física newtoniana, las 
consecuencias filosóficas de la teoría de la relatividad y el 
compromiso que adquirió con su época han hecho de 
Einstein el prototipo de hombre de ciencia moderno. Sin em- 
bargo, el uso del término relativo que se atribuye a Einstein a 
modo de tópico no tiene nada que ver con sus fundamenta- 
das teorías. 

Cuando Einstein necesitó herramientas matemáticas las 
encontró en los tensores, una generalización del concepto de 
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Con circuitos de simples con- 
tactos, en serie o en paralelo, se 
puede reproducir el álgebra más 
sencilla de Boole: la del 0 y el 1. 
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Albert Einstein (1879-1955). 
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Werner Heisenberg (1901-1976). 

A él se debe la primera formu- 

lación de la mecánica cuántica 
matricial. 





vector. De hecho, los tensores, que habían sido desarrollados 
por los matemáticos italianos Gregorio Ricci-Curbastro y 
Tullio Levi-Civita, adquirieron su plena difusión al ser utiliza- 
dos por Einstein en la formulación de la teoría de la relativi- 
dad. Los tensores son la tercera magnitud física junto a los es- 
calares y los vectores. 

El uso de los tensores permite simplificar las expresiones 
complejas de la física, consiguiendo notaciones elegantes y 
simples a la vez que cargadas de significado. Al igual que las 
matrices permiten escribir con sencillez sistemas de ecuacio- 
nes enormes, con los tensores se consigue un efecto parecido 
cuando trabajamos con magnitudes vectoriales. 

No es fácil definir en un texto de Bachillerato lo que es 
un tensor. Limitémonos a indicar que si un vector puede ser 
expresado como: 


Vi (i =a 3) (vi, Va, V3) 
Un tensor se expresa de la siguiente manera: 
E M (i j,k... L m, n.. =1ad) 


De esa forma se representan muchísimas expresiones 
con una sola. 
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Muchos físicos y matemáticos pensaban, a finales del 
siglo XIX, que las nuevas generaciones iban a disfrutar muy 
poco, pues todo estaba hecho. No sabían lo que se les venía 
encima. 

El átomo, término que significa “indivisible”, dejaba 
de responder a su nombre. Existía un núcleo y electrones. A 
modo de sistemas planetarios, el físico danés Niels Bohr 
construyó un sencillo modelo atómico, pero con una con- 
dición muy limitante; no todas las órbitas son posibles. La 
condición de Bohr y la teoría corpuscular de los cuantos de 
luz de Planck abrían un camino que iba dar lugar a una 
nueva física. Si la teoría de la relatividad invalidaba la física 
newtoniana para velocidades fabulosas o mundos galácti- 
cos, la mecánica cuántica la haría inservible para el micro- 
mundo. 

Sería un joven físico alemán, Werner Heisenberg, el que, 
tras unas vacaciones, tuvo la inspiración. Buscaba algo cuyo 
producto no fuera conmutativo, algo que relacionara diferen- 
tes estados de las partículas atómicas. Y así, en 1925, se desa- 
rrollaba de manera sistemática la mecánica cuántica matricial. 
Posteriormente, partiendo de otro principio, el ondulatorio, 
el físico austriaco Erwin Schródinger desarrolló la formula- 
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Algunas aplicaciones del álgebra 


El físico Niels Bohr en su labora- 

torio. Sus postulados enlazan la 

física clásica con los principios 
de la mecánica cuántica. 





ción que hoy se estudia, siendo los dos caminos equivalentes: 
la teoría algebraica de las transformaciones. 

Adentrarse en la física moderna, en el micromundo, es 
fácil; sólo es necesario llevar en la mochila sencillos princi- 
pios algebraicos que podrían estar sin dificultad al alcance del 
estudiante de Bachillerato. 


Entender el mundo: las simetrías y la teoría de grupos 





Comprender la realidad es abstraerla para captar sus 
leyes. Una de las más simples es la infinita variedad de sime- 
trías, de repetición de formas. Desde los cristales a las flores, 
de los caracoles a los peces, de las montañas a los edificios, 
en todas partes observamos regularidades y pautas de creci- 
miento. 

A modo de ejemplo, si giramos una estrella de mar un 
quinto de vuelta, la forma permanece invariable. Esos giros 
tienen estructura de grupo respecto a su composición. 

Lo que el jovencísimo romántico Galois utilizó para bus- 
car soluciones de las ecuaciones se ha convertido en una po- 
tentísima herramienta que se puede utilizar en el conoci- 
miento de las regularidades de la naturaleza. 

Las tres propiedades que tienen que cumplir las opera- 
ciones que dan estructura de grupo son la asociativa, la exis- 
tencia de una transformación idéntica -que deja invariable- 
y de una inversa -que deshace la operación. Esto se encuen- 
tra en muchas transformaciones. 
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La simetría es una característica 


de la naturaleza, como puede 
observarse en una estrella de 
mar o en las formaciones crista- 
linas. La teoría de los grupos es 
la herramienta para su estudio. 


El álgebra 





Quizá las aplicaciones más características de la teoría de 
grupos sean su utilización en la física del sólido para los dis- 
tintos sistemas cristalinos, y en la ordenación de las partícu- 
las elementales que constituyen la materia. 

Una vez más se funden los objetivos propiamente mate- 
máticos con los de las ciencias de la naturaleza. En un conti- 
nuo ir y venir, las matemáticas aportan instrumentos a las 
otras ciencias, pero a su vez reciben su estímulo para no asfi- 
xiarse en la pura abstracción. 


Discretizar el continuo: los elementos finitos 





Las matrices son algo más que una forma elegante de es- 
cribir ecuaciones matemáticas. La irrupción del ordenador, y 
de su potencia de cálculo, ha llevado a que los métodos ma- 
triciales sean una de las estrellas de los procedimientos nu- 
méricos. Un ejemplo lo constituyen los dibujos que las fábri- 
cas de vehículos y aviones nos muestran de individuos y 
objetos cuya superficie está perfectamente limitada por rec- 
tángulos y triángulos: son los elementos finitos. 

Casi todos los objetos son un todo continuo, pero pode- 
mos dividirlos en pequeños pedazos; si esos elementos son lo 
suficientemente pequeños, el resultado no se diferenciará 
mucho del objeto real. Los ordenadores han tenido hasta 
ahora dificultades para tratar el continuo, pero abordan pro- 
blemas cada vez más complejos en relación a esas estructuras 
reducidas a elementos discretos. 
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Algunas aplicaciones del álgebra 


Al final todos los pequeños elementos son puntos que 
pueden moverse. Las relaciones entre las cargas que tienen 
que soportar los objetos y sus movimientos en cada punto se 
expresan mediante ecuaciones matriciales que el ordenador 
resuelve con extrema facilidad. 

El arquitecto Gaudí hacía pequeños modelos a escala de 
sus portentosas obras. Hoy usaría elementos finitos y méto- 
dos matriciales para calcular las estructuras, limitando las 
maquetas a lo puramente estético. 

La discretización, es decir, la reducción de los continuos 
a pedazos discretos, quizá sea un procedimiento transitorio 
hasta que máquinas más sofisticadas y teorías mejores permi- 
tan abordar de forma más precisa la complejidad de las es- 
tructuras y objetos. Pero en tanto aguardan su sustitución por 
un sistema más perfecto, la alianza de los ordenadores y los 
métodos matriciales reinan en los estudios de arquitectura e 
ingeniería. 





Diseño industrial por ordenador 

realizado con elementos finitos. 

La discretización de un continuo 

permite, en la técnica moderna, 

un gran uso de los métodos ma- 
triciales. 
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Documento 1 





Cardano publica el método de Niccolo Tartaglia para resolver 
ecuaciones de tercer grado 


f £ Este arte tuvo su origen con Muhammad el hijo de Musa el Ára- 
K . be (Al-Juwarizmi). Leonardo de Pisa fue una verdadera fuente 
de esta disciplina. De Al-Juwarizmi se conservan cuatro proposicio- 
nes y sus respectivas demostraciones que reproduciré en el lugar 
correspondiente. Después de mucho tiempo se añadieron las proposi- 
ciones derivadas de las primeras, cuyos autores nos son desconocidos, 
aunque Luca Pacioli las agrupó junto a las anteriores. También he 
visto otras tres que parece que se derivan de las iniciales, de autor 
también desconocido. Aunque las últimas son menos conocidas pero 
son de mayor utilidad al presentar las soluciones de ecuaciones que 
contienen cubos, números y cubos de un cuadrado (tipo actual 
xê + bx +c=0). 

En nuestros días, Escipión del Ferro de Bolonia ha resuelto el caso 
de cubo más cosa igual a número (tipo x* + ax = b). Como este arte 
sobrepasa toda capacidad humana y la inteligencia de los mortales, 
siendo realmente un don celestial, y una prueba indudable de las posi- 
bilidades de la mente humana, quien se dedique a ello tendrá el con- 
vencimiento de que no habrá nada que no pueda comprenderse. 

Mi amigo Niccolo Tartaglia de Brescia, no deseando permanecer al 
margen resolvió el mismo caso cuando se lo planteó en una competi- 
ción Antonio Mario Fiori, discípulo de Escipión; y tras muchas peticio- 
nes por mi parte, al final consintió en darme la solución. Previamente, 
yo había aceptado las palabras de Pacioli que afirmaba la imposibili- 
dad de encontrar una regla más general que la que él expuso. Por ello, 
a pesar de las muchas cosas que como es sabido ya había descubierto, 
había renunciado a ir más allá. Pero al recibir la solución de Tartaglia, 
| me puse a investigar su demostración, y pude darme cuenta que po- 

dían ser ampliados los tipos, siguiendo por este camino; aumentó mi 
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confianza, y he llegado a descubrir todos los casos en parte por mí 
mismo, y en parte por Ludovico Ferrari, mi alumno. Como es costum- 
bre lo descubierto por otros lleva su nombre, y lo que aparece sin citar 
es mío propio. De las demostraciones, excepto las tres de Muhammad, y 
las dos de Ludovico, el resto son mías. Cada una lleva su propio > 










apartado incluyendo la regla general y un ejemplo. 


(GEROLAMO CARDANO, Ars Magna, 1, 1.) 


Documento 2 


Sobre la naturaleza de las ecuaciones 


Una ecuación está integrada por varios términos, alguno de 
<< ellos conocido y alguno de ellos desconocido, siendo unos 
iguales a los otros o, más bien, considerados todos conjuntamente son 
iguales a cero: digo tal, pues lo más conveniente será conside- Y 
rarlos de este modo. p 


Sobre el número de raíces en cada ecuación? 


J£ Cada ecuación pues, puede tener tantas raíces (valores de la can- 
K tidad desconocida), cuantas dimensiones tiene la cantidad des- 
conocida: así, por ejemplo, supongamos que x es igual a 2, o bien que 
x — 2 es igual a cero y, a su vez, que x es igual a 3 o que x — 3 es igual a 
cero; multiplicando estas dos ecuaciones, x — 2 = 0 y x — 3 = 0 tenemos 
? — 5x + 6 = 0, o bien que x? = 5x — 6. Es ésta una ecuación en la que 
x tiene el valor 2, y, a la vez, el valor 3. Si x — 4 = 0 y multiplicamos por 
xX — 5x + 6 = 0, tenemos otra ecuación: x? — 9x? + 26x — 24 = 9; en 
esta ecuación x, teniendo tres dimensiones, tiene también tres yu, 
valores, que son 2, 3 y 4. P A 


Sobre las raíces falsas 


f Pero frecuentemente se da el caso de que alguna de estas raíces 

~ (< es falsa o menor que cero. Así, si suponemos que x representa la 

carencia de una cantidad que fuese 5, tenemos que x + 5 = 0; cuando 
se multiplica por x? — 9x? + 26x — 24 = Q, resulta: 


— 4x? — 19x? + 106x - 120 = 0 
Estamos ante una ecuación que tiene cuatro raíces, a saber, MY 
tres que son verdaderas 2, 3 y 4, y una que es falsa, 5. $ A 





* Recuérdese que el signo igual de Descartes no es nuestro =, sino ». Para comodidad del lector, lo 
hemos sustituido en el texto por el signo actual. 
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Documento 2 





Las raíces, verdaderas o falsas, pueden ser reales o imaginarias 


LL Nótese, finalmente, que tanto las raíces verdaderas como las fal- 
ALA sas no son siempre reales; es decir, podemos imaginar cuanto he 
dicho en cada ecuación, pero a veces no hay cantidad alguna que co- 
rresponda a las raíces imaginadas. Así, aunque pudiésemos imaginar 


tres raíces en esta ecuación: 

x — 6x + 13x — 10=0, 
no hay sino una real; en relación con las otras dos, aunque se las in- 
cremente, disminuya o multiplique de acuerdo con las reglas N 
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cuya exposición he realizado, siempre serán imaginarias. f 


(René DescArTES, Geometría, 1637.) 








Documento 3 






Última carta de Galois 





SS Mi estimado amigo: 


á 
SE 
ko 


AA He analizado diferentes cosas nuevas. 
Unas son reflejo de la teoría de ecuaciones, las otras de las funcio- 
nes integrales. 

En la teoría de ecuaciones he investigado en quince casos las 
ecuaciones resolubles por radicales, lo que me ha dado ocasión de pro- 
fundizar en estas teorías y describir todas las transformaciones posi- 
bles sobre una ecuación, aun cuando no sea resoluble por radicales. 
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Haz publicar esta carta en la Revue Encyclopédique. 

Durante mi vida a menudo me he arriesgado a adelantar propues- 
tas de las que no estaba seguro. Pero todo lo que aquí he escrito con- 
tiene el trabajo de un año, y he tenido mucho interés en no equivo- 
carme porque se sospecha de mí que he enunciado teoremas de los 
cuales no tengo su completa demostración. 

Ruega públicamente a Jacobi o a Gauss que den su opinión no 
sobre la verdad sino sobre la importancia de los teoremas. 

Después de esto, espero que habrá gente que obtendrá algún be- 
neficio descifrando estos símbolos. 











Y 


Un fuerte abrazo. > 





(EVARISTE GALO1S, Carta a Auguste Chevalier.) 
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Documento 4 


Naturaleza y propósito de Investigación 
sobre las leyes del pensamiento 


y Li 1. El propósito del siguiente tratado es investigar las leyes fun- 

ALA damentales de aquellas operaciones de la mente mediante las 
cuales se lleva a cabo el razonamiento; expresarlas en el lenguaje 
simbólico de un cálculo, y establecer sobre esta base la ciencia de la 
Lógica y construir su método; hacer de dicho método la base de un 
método general que permita la aplicación de la doctrina matemática 
de las probabilidades; y, finalmente, reducir a partir de los varios ele- 
mentos de la verdad explicitados en el curso de estas investigaciones 
algunas indicaciones probables referentes a la naturaleza y la consti- 
tución de la mente humana. 


Cass) 


6. Nos proponemos después expresar en este tratado las leyes 
fundamentales del razonamiento en el lenguaje simbólico de un 
cálculo. Sobre esta sección bastará con decir que tales leyes son de 
una índole tal como para permitir este tipo de expresión y como 
para darle una idoneidad peculiar y exclusiva para los fines que se 
pretenden. 


Existe no sólo una íntima analogía entre las operaciones de la 
mente en el razonamiento general y sus operaciones en la ciencia 
particular del álgebra, sino además una concordancia exacta en una 
medida considerable en las leyes por medio de las cuales las dos cla- 
ses de operaciones se llevan a cabo. Obviamente las leyes deben 
determinarse independientemente en cada caso; cualquier concor- 
dancia formal entre ellas puede establecerse tan solo a posteriori me- 
diante una comparación de hecho. Tomar prestada la notación de la 
ciencia del número y asumir después que en su nueva aplicación las 
leyes que gobiernan su uso permanecerán inalteradas sería una hipó- 
tesis. Existen ciertamente algunos principios generales fundados en 
la misma naturaleza del lenguaje mediante los cuales se determina el 
uso de los símbolos, que no son sino los elementos del lenguaje cien- 
tífico. En cierta medida estos elementos son arbitrarios. Su interpre- 
tación es puramente convencional: nos es permitido utilizarlos en el 
sentido que nos plazca. Pero a esta licencia la limitan dos condicio- 
nes indispensables: primero, que nunca nos apartemos del sentido 
que hayamos establecido convencionalmente en un mismo proceso 
de razonamiento; y, segundo, que las leyes sobre las que se conduce 
el proceso se funden exclusivamente sobre el sentido o significado de 
los símbolos empleados arriba establecidos. De acuerdo con estos 
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ca 


principios cualquier concordancia que pueda establecerse entre las 
leyes de los símbolos de la Lógica y los del álgebra no pueden sino 
dar por resultado una identidad de procesos. Las dos provincias de 
interpretación permanecen separadas e independientes, some- X * 

tida cada una de ellas a sus propias leyes y condiciones. y» 








(GEORGE BooLr, Investigación sobre las leyes del pensamiento, 1854.) 


Documento 5 


Significado de xy y de x + y 


<< Convengamos además en que por la combinación xy se repre- 
sentará aquella clase de cosas a las que los nombres o descrip- 
ciones representados por x e y son simultáneamente aplicables. Así, si 
x aisladamente representa “cosas blancas» e y “ovejas” hagamos que xy 
represente “ovejas blancas”; y, parejamente, si z representa “cosas con 
cuernos” y x e y mantienen sus interpretaciones precedentes, hagamos 
que zxy represente “ovejas blancas con cuernos”, es decir, aquel con- 
junto de cosas a que son aplicables a un tiempo el nombre “ovejas” y 
las descripciones “blancas” y “con cuernos”. 

Consideremos las leyes a que se hayan sujetos los símbolos x, 
y, etc., usados en el sentido anterior. 

En primer lugar, es evidente que de acuerdo con las combinacio- 
nes precedentes el orden en que se escriban dos símbolos es indiferen- 
te. Las expresiones xy e yx representan igualmente aquella clase de 
cosas a cuyos varios miembros los nombres o descripciones x e y son 
igualmente aplicables. De aquí tenemos: 


Xy = yx 





No sólo somos capaces de considerar las concepciones de objetos 
caracterizados por nombres, cualidades o circunstancias aplicables a 
cada individuo del grupo que se tiene en cuenta, sino de formar tam- 
bién la concepción compuesta por un grupo de objetos que se compo- 
ne de grupos parciales, siendo cada uno de los cuales nombrado o des- 
crito por separado. A este fin usamos la conjunciones “y”, “o”, etc. 
“Árboles y minerales” y “áridas montañas y valles fértiles”, son ejem- 
plos de este tipo. En rigor, las palabras “y”, “o”, interpuestas entre los 
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Documentos 


Documento 5 


términos descriptivos de dos o más clases de objetos, implican que 
tales clases son completamente distintas, de tal modo que ningún 
miembro de una se halla en la otra. En este y en todos los demás res- 
pectos las palabras “y”, “o” son análogas al signo + en álgebra, y sus 
leyes son idénticas. Así, la expresión “hombres y mujeres” es, dejando 
a un lado los significados convencionales, equivalente a la expresión 
“mujeres y hombres”. Hagamos que x represente “hombres”, y, “muje- 


res”; y + *yu*o”, y tenemos 

O A 
una ecuación que mantendría su verdad si x e y representasen > 
números y + fuese el signo de adición aritmética. 


(GEORGE BOOLE, Op. cit.) 
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O Utilización del sistema 
sexagesimal por los sumerios. 


O Procedimientos 
estructurados de 
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primer y segundo 
grados. 









O Utilización de dameros y palitos 
en China para resolver sistemas 
de ecuaciones lineales. 








O Ve la luz 

la Aritmética 

de Diofanto, 
libro sistemático 
de resolución de 
ecuaciones. 













O Al-Juwarizmi publica el Libro 
de álgebra y almukabala, donde 
aparece por primera vez el 

término álgebra. 
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O Publicación 

del Libro del ábaco 
de Leonardo Pisano, 
que introduce 

los métodos indios 
y árabes 

en Occidente. 


O Con Nicolás Chuquet se comienza 
a utilizar un sistema de simbolización 
que durará siglo y medio. 


1484 





O Cardamo publica | 
la resolución de las 
ecuaciones de 

tercer grado que 

le había enseñado 
Tartaglia. 


O Se publica el primer libro de 
álgebra en castellano. f 
Su autor es Marco Aurel, alemán (| Æ% = = = = 1552 
afincado en Valencia. 





D 
| 
| 





O Francisco Vieta desarrolla el cálculo con 
letras, al que llama logística especiosa. 


y 





| O Descartes utiliza 

| los métodos 

| algebraicos 

| y una notación 

| muy depurada para 
resolver cuestiones 

geométricas 

en su Geometría. 
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O Leibniz publica un artículo 
en que desarrolla el cálculo 
1684 2” | diferencial. La notación 











simbólica alcanza su madurez. 


O Se publica la 
Aritmética universal 
de Newton, 
compendio 
didáctico 

del conocimiento 
aritmético 

y algebraico 
de su tiempo. 
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O Gauss demuestra el Teorema 


| fundamental del álgebra. 





O Abel demuestra 
la imposibilidad 
de encontrar 

la solución general 
de ecuaciones 
algebraicas 

de grado superior 
a Cuatro. 








Sá 1824 











O Galois sienta las bases de 
lo que será la Teoría de grupos. 
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O George Boole 
aplica los métodos 
algebraicos | 
a la lógica E 1854 . 
en su Investigación |. 

sobre las leyes 
del pensamiento. 












O Arthur Cayley sistematiza 
el cálculo matricial. 
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álgebra de Boole Estructura que se obtiene 
al definir en un conjunto dos operacio- 
nes binarias y una unaria que cumplen 
determinadas propiedades. El álgebra de 
Boole más simple es la del O y el 1, que es 
usada por los ordenadores. 

aritmos Cantidad auxiliar desconocida que 
usa Diofanto para realizar su resolución 
de ecuaciones. Su significado exacto en 
griego es número, de ahí el término arit- 
mética. 

censo Los matemáticos renacentistas uti- 
lizaban censo como forma abreviada para 
referirse al cuadrado de la cosa o incóg- 
nita. 

cosa La incógnita, la cantidad buscada. El 
arte de la cosa fue, por tanto, durante 
mucho tiempo, la denominación de lo 
que después se llamaría álgebra. 

cuadrado Expresión derivada de la geome- 
tría que indica el producto de un núme- 
ro por sí mismo. Es la segunda potencia 
de un número. 

cubo Expresión derivada de la geometría 
que indica el triple producto de un nú- 
mero por sí mismo. Es la potencia terce- 
ra de un número. 

determinante Disposición cuadrada de nú- 
meros cuyo resultado es otro número. 
Hoy se usa como un número asociado a 
una matriz cuadrada. 

ecuación Expresión de dos términos igua- 
les entre sí, que contiene cantidades des- 
conocidas llamadas incógnitas. 

ecuación algebraica Ecuación cuyos térmi- 
nos contienen solamente potencias en- 
teras de la incógnita. 


ocabulario 





especie, especioso en este libro, la espe- 
cie es la letra. El cálculo especioso o logís- 
tica especiosa es el arte de operar con 
letras. 

grupo Estructura que puede poseer un con- 
junto en el que se define una operación 
que cumple determinadas propiedades. 
La teoría de grupos es la herramienta im- 
prescindible para sistematizar las sime- 
trías de la naturaleza. 

imaginario Forma de referirse a la raíz de 
un número negativo. La sistematización 
la hizo Bombelli en el xvi; la utilización 
actual es de Euler. 

incógnita Cantidad desconocida. Se repre- 
senta, desde que así lo hiciera Descartes, 
con las últimas letras minúsculas del al- 
fabeto. 

logística En este libro equivale a cálculo. 
La logística numerosa es la aritmética ele- 
mental, y la logística especiosa es el arte 
de operar con letras que sustituyen a los 
números. 

matriz Disposición rectangular de núme- 
ros en filas y columnas. 

raíz La operación opuesta a elevar al cua- 
drado es extraer la raíz cuadrada. En los 
textos árabes, la raíz equivale a veces a la 
cosa, la incógnita. 

tensor Tercera magnitud física tras los esca- 
lares y los vectores. Su desarrollo a finales 
del xıx fue de gran ayuda para la formula- 
ción de la teoría de la relatividad. 

trivial, trivialidad En matemática se utiliza 
el término trivial con el sentido de “evi- 
dente”. Una solución trivial no suele te- 
ner interés (p. ej. x= 0). 
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El álgebra actual es una disciplina abstracta que tuvo 
su origen en el arte de resolver ecuaciones mediante 
procedimientos sistemáticos generales. Sin embargo, 

no siempre mostró el aspecto simbólico simplificado que 
hoy se aprecia en el lenguaje de las matemáticas. 

Precisamente, el papel del álgebra ha sido proporcionar 
a la ciencia matemática ese grado de simplificación 
y mecanización que la convierten en un instrumento 

al mismo tiempo ágil y riguroso. 


Pero la construcción de un arte general, de una simbología 
simple y abstracta, no fue una tarea fácil; todavía 
en el siglo XVIII no se había alcanzado el nivel 
que en nuestros días manejan con soltura los estudiantes 
de Secundaria. La perfección de las expresiones generales 
algebraicas hace olvidar los titubeos y dificultades 
que ha costado conseguirla. 


Este libro pretende descubrir ese largo camino, desde 
los elementales métodos desarrollados por los antiguos 
en «el arte de la cosa» hasta las complejas estructuras 

actuales, cuya aplicación ha producido frutos 
tan importantes como la teoría de la relatividad, 
la mecánica cuántica o el ordenador. 





Santillana 


